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Ueber die Entwicklung 
analytischer Kunetionen ın Reihen, die nach 
vexebenen Funetionen fortschreiten. 


m en 


(Von Herrn @. Frobenius.) 


x7r 

Yy on den unendlichen Reihen, deren allgemeines Glied das Produet 
einer beliebigen Constanle e, und einer bestimmten Function einer complexen 
Variabeln F,x ist, sind. so viel ich weiss, ausser den Polenzreihen nur die. 
welche nach Kreisfunetionen,. Kugelfunctionen oder Cylinderfunetionen fort- 
schreiten, bisher ausführlich behandelt worden *). Zwei andere Systeme von 
Funetionen. welche etwas alleemeiner und reicher an Eieenthümlichkeiten sind 
als die eben erwähnten, will ich im folgenden untersuchen. Im ersten Beispiele 
werde ich für #,x das Product der ersten » Facloren eines unendlichen Pro- 
ductes. im zweiten den »'e? Näheruneszähler oder den »!“® Näherunesnenner 


eines unendlichen Keltenbruchs wählen. 


$. 1. 

Sind a,. a. ... constante Grössen. die für endliche Werthe des Index 

ebenfalls endlich sind. und ist 
PRz=1, P==(2-a)(2-—@)... (2-6,_,). 

so gelten die Recursionslormeln: 

Fate, z, 5 + ie = ee (EI 7% BB 
Werden vom Gebiete der Variabeln y die Punkte 0, a,. a,. ... ausgeschlossen, 
und wird gesetzt 

et 
fa 


*) In der Theorie der Facultätenreihen ist es noch immer nicht gelungen, die 
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen für die Entwickelbarkeit einer Function 
zu finden. 
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so ergiebt sich aus diesen Formeln: 


ı8P,8 P,+ı%© 











Bi Se n—1 | vEv‘ 
238 = 2 , BR 2) a iD 
P,+ıY P,+1% P,+ıY 
yS Be yP,x u P,x a © 
I“ - — (|) _—— ans — 7 an 
h P,.1% 0 P, y P, r y ’ 
} P,x 
(y—-ı)S = 1—- 
Re Py’ 
woraus folgt: 
’ x / >», 
re AN, 
Pr, 1 Y U—ıx P.y J 


Weiter lässt sich die Untersuchung nicht führen, ohne dass über die 
Grössen «,, 4;, ... noch weitere beschränkende Annahmen gemacht werden. 
Ich werde daher zunächst vorausselzen. dass die Reihe Ya, unbedingt con- 
vergent ist. 

Fällt x mit keinem der Werthe ©. «a,. @,..... zusammen. und werden 
die absoluten Beträge von x, @,. «,. ... mit &, «u, &. ... bezeichnet, so 
ist, weil der absolute Betrag einer Summe nicht grösser ist als die Summe 
der absoluten Beträge, *) 


P,x = «(1- eye (1 N) <a’ (14 2) (14) <eB(1+%)- 


x 
> 





Weil aber die Summe I«, convergent ist, so convergirt auch das Product 


104 


m1+) 


In 


segen einen endlichen von Null verschiedenen Werth g, und mithin ist für 
alle Werthe von » 

Br Ar: 
In dieser Ungleichheit hat g für alle Punkte x eines um den Nullpunkt be- 
schriebenen Kreises denselben Werth. 

Unter den Grössen @,, a, ... kann es, weil ihre Summe convergent 
ist. nur eine endliche Anzahl geben, deren absolute Beträge gleich S sind, 
falls es überhaupt solche giebt. Sei a, eine beliebige, deren absoluter Werth 
gleich S, a, irgend eine, deren absoluter Werth von & verschieden ist. Dann 
wird auf demselben Wege wie eben nachgewiesen, dass, wenn der von Null 
verschiedene endliche absolute Betrag des Ausdrucks 


( \ 


a(1-%) 1m(1-%%) 


*) Von zwei complexen Grössen nenne ich diejenige die grössere, welche den 
grösseren absoluten Werth hat. 
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mit h bezeichnet wird, für alle Werthe von 


ram st Dei. 


ist. Falls 5 von o,. @,..... verschieden, ist A in dieser Ungleichheit für alle 
dem absoluten Betrage nach eleichen Werthe von x dieselbe Grösse. 
In einem von 0, a,, a,, ... verschiedenen Punkte x liegt also für 
Em 
jeden Werth von » der Quotient =: zwischen zwei bestimmten Grenzen, 
deren untere nicht Null, und deren obere nicht unendlich ist. Daher nenne 
ich die beiden Functionensysteme 


P,x 


für diesen Werth von x Äquivalent und drücke ihre Aegwivalenz aus durch 


0) l 


N : 


die Formel 
3. Pu, 
welche gültig ist, so lange P,x und x" von Null verschieden sind. Die Aequi- 


valenz (3.) erselzt die beiden Ungleichheiten (1.) und (2.). 


Die Anzahl derjenigen unter den Grössen @,. @,. .... Welche nicht 
kleiner sind, als eine beliebig angenommene Grösse o, ist endlich, etwa 
gleich m. Hat das Product dieser m» Grössen den Werth p, so ist für » > m 
PO: ur. Wenn die Reihe Ye,r” nicht absolut divergent ist. so sei © 


grösser als Null und kleiner als der Radius ihres Convergenzkreises. Da 
dann alle Glieder der convergenten Reihe Ne, 0” kleiner sein müssen als eine 
SE 


0 


gewisse Grösse q, so ist e 


g Wählt man also o <o, so ist die Reihe 


A 


m m 


x -PIQ x 0' RE . 
2,0,P,0: - = a. und mithin convergent. Hieraus und aus der Aequi- 


valenz (3.) folgt aber, dass für jeden von a,. a. ... verschiedenen Werth 


_ 
w 


von x die beiden Reihen 


) 


»0,F,2 ad 2c2 
zugleich convergiren und divergiren. 
Sei a, die letzte der Grössen @,. 4, »..„ Welche einen bestimmten 


Werth a hat. Dann ist 
P,z 


er u Di Sm >’ „ı_P ee ; 2 
|) e,P,a a — |) c,P,a +P „+14 —m+1Cr D 


m- dl 


/ . ” . . ur P L Yu . 
Aus dem eben bewiesenen folgt, dass die Reihe $/ ,;e, 5 für jeden von 


1% 


Anrız Anyos ».. verschiedenen Werth von x zugleich mit Ye,x’ convergen! 


und divergent ist. Liegt also « innerhalb des Convergenzkreises der Reihe 
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=) P . + I P,x „Pr . . 12 
Zc,2’, so convergirt &,,ıC, D- < für x = a, gegen einen endlichen Werth, 
m-}-1° 


und das Produet von P,,,x2 in diese Reihe ist gleich Null. Daher bricht 
Ze, P,x für e=a ab und ist mithin convergent. Wenn aber a ausserhalb 
des Convergenzkreises der Reihe Ie,.x” liegt, so lässt sich über das Ver- 
halten von >e,P,x im Punkte a nichts allgemeines angeben *). Aus allen 
diesen Erörterungen ergiebt sich der Satz: Der Convergenzbereich der Reihe 
=c,P,x ist, wenn Za, convergent ist, ein Kreis um den Nullpunkt, dessen 


Kadius dem des Convergenzkreises der Reihe Ie,x” gleich ist. 


g.2. 
Seien 5, up Ay 2.9 Yus Yıs die absoluten Beträge von x, a,. 
u 
0,5 = (S+to,)(5+0,)...(5+0,_)- 


Wenn für einen bestimmten Werth a« von x, dessen absoluter Werth « ist, 


5. 


die Reihe Ie,P,x convergirt, so gilt dasselbe von Ie,a” und Iy,®”, also 
auch von &y,0,5. Daher liegen alle Glieder der Reihe >’y,0,« unterhalb 
einer bestimmten Grenze g, oder es ist 


 ; 
A 7 
Mithin ist 
+ 0,5 
wo. U oe E- > u A 
FR 27,8 —.n,D93 gan ).« 


Sind p. g. r drei positive Grössen und ist p >, so ist auch 


EEE it he 
"7, er 
Wenn also S<« ist. so ist 
Q,$ ö f & \ 
(,a " \a/’ 
und daher 
—= » I n > . S\ ae Zr (2. 
=,cF,a 92.7) a—£\a/ 
Ist nın @ — «@,. so lässt sich eine bestimmte Zahl » von der Beschaffenheit 


angeben, dass dieser Ausdruck für alle Werthe von S, welche nicht grösser 
als «@' sind, kleiner ist als eine beliebig angenommene Grösse &. Daraus fliesst 


der Satz: Innerhalb eines um den Nullpunkt beschriebenen Kreises, dessen Radius 


*) Vergl. Gauss Werke, Band III, pag. 145. 








Eu 
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kleiner ist als der Convergenzradius der Reihe >e,P,x ist dieselbe in glei- 


chem Grade convergent. Nach bekannten Sätzen der Funetionentheorie er- 
geben sich hieraus die wichtigen Folgerungen: I) Die Reihe Fe, P,.x stellt 
innerhalb ihres Convergenzbezirkes eine stetige Function dar, welche sich. 
wenn a ein bestimmter Punkt im Innern dieses Bereiches ist. in eine nach 
ganzen positiven Potenzen von @—a fortschreitende convergente Reihe ent- 
wickeln lässt, also den Charakter einer ganzen Function hat. 2) Die Reihe 
kann differentiirt und inteerirt werden, und zwar dadurch. dass die betreffenden 
Operationen an den einzelnen Gliedern ausgeführt werden. 

Wenn y einen von O, @,. @d,, ... verschiedenen Werth hat, so folgt 


aus der Aequivalenz (3.) in $. ]. dass die beiden Reihen 


, C, ’ e, 
2 — und 2-— 
yrti P,+1% 
zugleich convergiren und divergiren. Haben aber % von den Grössen a. 4ı, ... 
den Werth a, der im Convergenzbereiche der Reihe > —— liegt. so ergieb!t 
Ti 
: ö ou) . ' . ’ 
sich. wie eben, dass I > —— in der Umgebung von a endlich und stetig 
v4 | 
ist. Daher kann die Reihe in denjenigen unter den Punkten a,. &,. ..». 


welche innerhalb ihres Convereoenzbereiches liesen. falls sie nicht endlich bleibt. 
nur so unendlich werden. wie eine rationale Funclion. und muss. weil die 
durch sie dareestellte Funelion eine analvlische ist. die keine hebbaren Un- 


steligkeiten bietet, gegen den wahren Werth dieser Function convergiren. 


S.3 
\ e 
Ich nehme an, dass die Funclion /fy ausserhalb des mit dem Radius o 
um den Nullpunkt beschriebenen Kreises, den ich mit Co bezeichnen will, den 
Charakter einer rationalen Function habe. beständig endlich sei und im un- 
endlichen verschwinde. Wenn dann y ausserhalb Co liegt und von @,. 4ı.... 
verschieden ist, « den sich im posiliven Sinne um den Nullpunkt windenden 


4 


Kreis Co’ (oe <o'<Zy) durchläuft, so gilt die Cauchysche Gleichung 


) | fr dx 
y= ft 2 


Daher folgt aus der in $.1 entwickelten Identität 
| ER, "kt 28 


<n—1 


(1.) 2 — a) Ey 


y—ı P,rıy y—-zP,y 
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die Gleichung 
C, 
y = 5 +: 


1 fedx P,x 
P,yıy ' 2niJ y—x P,y’ 





wenn gesetzt wird 














6, = - fe P,xde. 
Sind &, 7, &s &. ... die absoluten Beträge von x, Y, au, @ı, .... und ist 
Pr Lo, so müssen von einem bestimmten Index m an die Grössen 
Os iin... alle kleiner sein als &e. Daher ist für » >> m 
(CA) (CAmtı) (20) _ (Etam)(Etam+ı)...(Etan) _ EHE" 
Yy-—an)Yy—An+ı)- ya) NEIN an t1).. N). (= 5; 


welcher Ausdruck, weil S+2<Zn-—e ist, bei wachsendem » unendlich klein 
wird. Daher nähert sich der Quotient mr wie auch aus den Betrachtungen 
des $.1 folgt, der Grenze Null, und zwar für alle Punkte x des Kreises Co’ 
in gleichem Maasse. Mithin sinkt auch der Rest 

1 foda P, € 


2rıi y—xP,y 





bei wachsendem » unter jeden angebbaren Werth herab, und es ist 
» —ı% C, 
y= 2 57 —- 
fy Py 
Wenn sich eine Funetion auf zwei verschiedene Weisen durch eine 


derarlige Reihe darstellen liesse, so würde sich durch Subtraction der beiden 


. . . r er Ü 
Darstellungen eine Entwicklung der Null ergeben, > Tr z -0, welche ausser- 
v- 1! 


halb des grösseren. der Convergenzkreise der beiden gleichwerthigen Reihen 
eonvergirte. Multiplieirt man mit y (oder y—a,), und lässt man, was die Con- 
vergenz der Reihe erlaubt, y über alle Grenzen wachsen, so sieht man, dass 
ec, kleiner als jede beliebige Grösse, also gleich Null ist. Ebenso zeigt man, 
dass €C,. ©. ... sämmtlich verschwinden. Daher lässt sich fy nur auf eine 
einzige Weise nach diesen Functionen entwickeln. 

Wenn ferner die Reihe 3, — ausserhalb der Curve Co convergirt, 

vri. 


ausserhalb deren von den Punkten «,. @,-. gelegen sind a,, d3, ..., 50 


stellt sie eine Function dar, die den Charakter einer rationalen hat und ausser- 


halb Co nur in den Punkten a,., Az, ... von einer gewissen Ordnung un- 


endlich gross werden kann. Verliert also fy auf der Curve Co den Charakter 
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einer rationalen Function. oder wird es in einem Punkte «a, der unler «a,, a,,. 


weniger als kmal vorkommt, von der 4" Ordnung unendlich, so kann die 


, =. #; . “ i ’ . m 
Convergenz der Reihe =. nicht über Co hinausreichen. Denn sonst würde 
v-4 ı Y 


die analytische Function I nicht innerhalb des ganzen Convergenzbe- 


P,+1% 
reiches dieser Reihe, sondern nur ausserhalb Co mit der analytischen Funeclion 
fy übereinstimmen, während doch eine in einem Theile der Ebene analylisch 
definirte Function darüber hinaus nur auf eine einzige Weise slelie und ein- 
deutig fortgesetzt werden kann. Findet sich aber « unter «@,. «,, ... nicht 
weniger als kmal. so muss die Reihe auch wirklich über Co hinaus conver- 
giren, vorausgeselzt. dass auf dieser Curve keine andern Punkte liegen, die 
eine weitere Convergenz verhindern. Denn es lässt sich alsdann /y auf die 
Form bringen 

9 Tamer Ii—1 


n= 


y—a) (ya) y—a 


N 4Y- 


Da gy für y=a nicht mehr unendlich wird, so convergirt die Reihe für qy 

über Co hinaus. Die Reihe aber, in welche sich ar (% 1,.2,...k) ent- 
« (k ) 

wickeln lässt, besteht nur aus einer endlichen Gliederzahl. Denn ist «,_, 

die z'* der Grössen @,. dı. .... Welche eleich « ist, so erhält man. indem 


man die Gleichung (1.) z—1Imal nach x dilferentiirt und dann 2 = « selzl, 


„(#—1) 
(2 ) <= —— on m 3 —— yn—I Pr, a . 
a (y—a)* 1.2..2—1 m P,+rı% 


Nach diesen Erörlerungen lässt sich, wenn fy hinreichend bekannt ist. 
{ . . ı 6, . > 
der wahre Convergenzbezirk der Reihe I, leicht vor der Ausführung 


r, t l Y 
der Entwicklung angeben. 


S.A. 


Wenn die Function fx innerhalb des Kreises Co und nicht darüber 
hinaus den Charakter einer ganzen Function hat. & in diesem Bereiche lieet. 
y die sich im positiven Sinne um den Nullpunkt windende Linie Co’ (o 0x 


durchläuft, und keiner der Punkte «,. «,. ... auf Co’ oder zwischen Co und 


} . » v Y 
Co liegt, so folgt aus dem Cauchyschen Salze 


A | fydy 
nm J y—ıx 
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Entwicklung in Reihen, die nach gegebenen Functionen fortschreiten. 


die Gleichung 


e, 


1 fedxz P,x 

















fy = a5 +5 
P,+ı% Zi Y—-xX P,y ' 
wenn gesetzt wird 
1 
ei feP, x de. 
Sind &, 7, &%, &» ... die absoluten Beträge von x, y, 4, 4, .... und ist 
” va S ze ı 4 . _» 
u ee 5, 5o müssen von einem bestimmten Index m an die Grössen 
ri alle kleiner sein als &. Daher ist für » > m 
a Am) (X Anti)»: - (4, Zu (&- am) (SHa@mtı)(&t -&n) < (+ re n—m 
(y—Aan)(Yy—Am-+ı)-» ee > (n—a,)N— nr)... 
welcher Ausdruck. weil S+e<Tn-—e ist, bei ERGEN » unendlich klein 
a . . ' a - : 
wird. Daher nähert sich der Quotient ——. wie auch aus den Betrachtungen 
nY = 


des $.1 folet. 


gleichem 


und zwar für alle Punkte x des Kreises Co’ 


der Grenze Null, 





Maasse. Mithin sinkt auch der Rest 
fe dx 2 
5, Yy—ı& P,y 
bei wachsendem » unter jeden angebbaren Werth herab, und es ist 
* unz Ce, 
! M lg -—— 
fy 0) P,rı% 

Wenn sich eine Function auf zwei verschiedene Weisen durch eine 
derartige Reihe darstellen liesse, so würde sich durch Subtraction der beiden 
Darstellungen eine Entwicklung der Null ergeben, > 5 —0, welche ausser- 

n x 2 HıY 


halb des grösseren, der Convergenzkreise 
convergirte. 
vergenz der 
c, kleiner als jede beliebige Grösse, also gleich Null ist. 


dass C,, ©, 


einzige 


ausser] 


stellt sie eine Funclion dar, 
Co 


halb 
endlich 


alb deren von den Punkten 


der beiden gleichwerthigen Reihen 


Multiplieirt man mit y (oder y—a,), und lässt man, was die Con- 


Reihe erlaubt, y über alle Grenzen wachsen, so sieht man, dass 


Ebenso zeigt man, 


sämmtlich verschwinden. Daher lässt sich fy nur auf eine 


Weise nach diesen Funetionen entwickeln. 


< 


Wenn ferner die Reihe > ausserhalb der Curve Co convergirt, 


C, 
pP, | Y 


Ay, A. gelegen sind @,, @3, ..., 50 


die den Charakter einer rationalen hat und ausser- 


nur in den Punkten «,, qa;, von einer gewissen Ordnung un- 


Verliert also fy auf der Curve Co den Charakter 


sross werden kann. 
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einer rationalen Function, oder wird es in einem Punkte «a, der unter a,, a;,. 
weniger als kmal vorkommt, von der 4" Ordnung unendlich, so kann die 


’ €; ! 2 u i e 
Convergenz der Reihe 7 nicht über Co hinausreichen. Denn sonst würde 
v-t ıY 


z . u n m ; k . 
die analytische Function 7 . nicht innerhalb des ganzen Convergenzbe- 
v1! 


reiches dieser Reihe, sondern nur ausserhalb Co mit der analytischen Funelion 
fy übereinstimmen, während doch eine in einem Theile der Ebene analylisch 
definirte Function darüber hinaus nur auf eine einzige Weise stelie und ein- 
deutig fortgesetzt werden kann. Findet sich aber a unter «,, @,, ... nicht 
weniger als kmal, so muss die Reihe auch wirklich über Co hinaus conver- 
siren, vorausgeselzt. dass auf dieser Curve keine andern Punkte liegen, die 
eine weilere Convergenz verhindern. Denn es lässt sich alsdann /fy auf die 
Form bringen 


» Qq, 6 Ik—1 


(y—a)' y— y—a 
Da gy für y=a nicht mehr unendlich wird, so convergirt die Reihe für qy 


. : l 
über Co hinaus. Die Reihe aber, in welche sich ar % l.2,...k) ent- 
(\ (it ) “ 


wickeln lässt, besteht nur aus einer endlichen Gliederzahl. Denn ist «,_, 
die z!* der Grössen @,. 4. .... Welche eleich « ist, so erhält man. indem 


man die Gleichung (1.) z—1mal nach x dillerentiirt und dann z = «a setzt. 


1 | Pa 


a ge nn BEE 
(y—a)* u 
Nach diesen Erörlerungen lässt sich, wenn /y hinreichend bekannt ist, 
I 


} ' ( i 2 
der wahre Convergenzbezirk der Reihe 7 — leicht vor der Ausführung 
F v+1Y 2 


der Entwicklung angeben. 


$. 4. 


Wenn die Funelion fx innerhalb des Kreises Co und nicht darüber 
hinaus den Charakter einer ganzen Function hat. x in diesem Bereiche liest. 
! 


y die sich im positiven Sinne um den Nullpunkt windende Linie Co’ (0 0x 


durchläuft, und keiner der Punkte «,. «,. ... auf Co’ oder zwischen Co und 


a. . » Y NY 
Co liegt, so folgt aus dem Cauchyschen Satze 


Er fydy 
a 4 
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und aus der Formel \1.) in $.3 die Gleichung 
Er I /fudy P,x 
f x i > \ a. 
7 = Erte,P,o+ [4 
/ ' 2zmJ/ y—xP,y' 


wenn 
l} 


| fudı 
- tt, I W 
oeselzt wird. und daraus wie in $.9 
fix 2, 6, P,x. 
Diese Reihe convergirt innerhalb der Curve Co und divereirl. was durch eine 
ähnliche Betrachtung wie in 8.9 gezeigt wird, ausserhalb derselben. 
Sei nicht nur 0 > eo >> r, sondern auch o >> 0” > .r, und seien. was 
bei hinreichend kleinen Werthen von . stels möglich ist. 0’ und 0" so ee- 


wählt, dass in dem ringlörmigen, von den Kreisen Co’ und Co” eingeschlossenen 


Theile der Ebene einige der Punkte @,. @,., ... liegen. Endlich habe das 
Integral 


| / 7 du 
Zrıti. P ! 


I 
über Co’ ausgedehnt den Werth e,, über Co” genommen den Werth e 
Dann sind e, und e, im allgemeinen von einander verschieden, und es ergieb! 
sich aus den beiden Gleichungen 
fa Be,f,2z wi kei P,z, 
wenn &,— ec, = c, geselzt wird, 
2t,F,& 0. 

Da aus dieser Formel ersichtlich ist, dass sich jede Function auf mehrere 
verschiedene Weisen entwickeln lässt, so entsteht die Aufgabe, die sämmtlichen 
Darstellungen einer und derselben Funetion zu finden, welche offenbar „elöst 
ist. wenn alle Entwicklungen der Null angegeben sind. Wenn mehrere Null- 
entwicklungen gelunden sind, so ergiebt sich eine neue dadurch, dass jene 
mit willkürlichen Constanten multiplieirt und zu einander addirt werden. Die 
so erhaltene heisst abhängig von denen, aus welchen sie auf die angegebene 
Weise zusammengeselzt ist. Von einander wnabhängig heissen dagegen die 
Nullentwicklungen S, 5’, .... wenn die Constanten h, b’, ... nicht so bestimm! 
werden können. dass in der Reihe AS-+h'S’--... alle Coelfieienten verschwinden. 
Durch diese Bemerkung wird die vorgelegte Aufgabe in das eleganlere Pro- 


blem transformirt, ein vollständiges System von einander unabhängiger Null- 


enbwicklungen aufzustellen. 
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Ich werde zeigen, dass die Anzahl der von einander unabhängiven 
Nullentwicklungen, auf welche sich die sämmtlichen innerhalb eines bestimmien 
endlichen Kreises und darüber hinaus convereirenden zurückführen lassen. 


eine endliche ist. Unter dieser Vorausselzune lässt sich dass eben senannle 


Problem noch genauer fassen. Sind überhaupt S,,. S,. ... 8, mehrere inner- 
halb der Bereiche €. ©. ... €, unbedinet eonvereirende Reihen. sind keine 
zwei dieser Bezirke einander oleich. und sind sie so beschaffen. dass jeder 
7, 


vorhergehende den folgenden vollständie einschliesst, so converpirt die Reihe 
S-hS, 18, +1 h,S,,. falls », von Null verschieden ist. innerhalb €, 
und nicht weiter, weil sonst auch S-h,S, + Ah, 1,98, , h,S, über €, hinaus 
econvergiren würde. Decken sich aber die Gonvergenzbezirke der Reihen 8, 
und S,. so kann der Gonvergenzbereich von h,S, +8, weiler sein be 
trachtet man also die sämmtlichen Kreise Co, welche als Converpenzorenzen 
von Nullentwicklungen erscheinen, und ordnet man jedem dieser Kreise eine 
der Nullentwicklungen zu. welche bis zu ihm und nicht über ihn hinaus con- 
vergiren,. so sind diese sämmtllich von einander unabhäneie. Daher ist die 
Anzahl der Gonvergenzgrenzen aller Nullentwicklunseen. welche innerhalb eines 
bestimmten Bereiches Co und darüber hinaus eonvergiren. nicht grösser, als 
die Anzahl der von einander unabhängeiven Nullentwieklunsen. durch welche 
sich jene sämmtlich linear ausdrücken lassen; mithin ist die Anzahl der Gon- 
vergenzkreise von Nullentwicklungen. welche grösser sind als ein bestimmter 
Kreis Co, ebenfalls eine endliche. Seien C,. C,. die Kreise. welche 
überhaupt als Gonvergenzgrenzen von Nullentwicklungen auftreten. und sei 
Ü, , = .... Betrachtet man zuerst nur die Nullentwicklungen. die inner- 
halb ©, convergiren, so lassen sie sich auf eine endliche Anzahl von einan- 
der unabhängiger S,. S,. ... zurückführen. Fasst man dann alle Nullent- 
wicklungen ins Auge. welche innerhalb C, oder weiter convergiren. so lassen 
sie sich linear ausdrücken durch S,. 8,. und einige neue S,. 8 

von denen keine von den übrieen und S,. S,.. abhängt. Fährt man so 
fort. so erhält man ein vollständiees Svstem von einander unabhängiger \Null- 
entwicklungen, das ich ein Fundamentalsystem nennen will. und das sich durch 


foleende ceharakteristische Kirenschaften auszeichnet: 


l. Jede aus den Reihen eines Fundamentalsvstems zusammengesetzte 
Nullentwicklung eonvergirt innerhalb des Bereiches. innerhalb dessen die zu 
ihrer Darstellung gebrauchten Reihen des Fundamentalsvstems sämmtlich con- 


vergiren und nicht weiler. 


t u . a vs vw r 7 4 
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2. Zur Darstellung einer gegebenen Nullentwicklung kommen nur die 
Reihen eines Fundamentalsystems zur Verwendung, welche innerhalb desselben 
Bereiches wie die gegebene oder weiter convergiren. 

3. Die Anzahl der willkürlichen Constanten. welche eine innerhalb 
eines gegebenen Bereiches convergirende Nullentwicklung enthalten kann, ist 
gleich der Anzahl der Reihen eines Fundamentalsystems, welche innerhalb 
dieses Bereiches oder darüber hinaus convergiren. 

Wenn umgekehrt ein System von einander unabhängiger Nullentwick- 
lungen die in einem dieser drei Sätze ausgesprochene Eigenschaft besitzt, so 
ist es ein Fundamenlalsystem. 

Nach diesen Erörterungen kehre ich noch einmal zum ursprünglichen 
Problem zurück, die sämmtlichen Entwicklungen einer gegebenen Function fa 
zu finden, die den im Anfang dieses $. angegebenen Bedingungen genügt. 
Keine dieser unendlich vielen Darstellungen kann über Co hinaus convergiren, 
weil sonst fx auch auf der Linie Co stets den Charakter einer ganzen Funclion 


haben müsste. Ist S die ganz bestimmte oben angegebene Reihe für fx, und 


he a- 
sind S,5 Ss +05 Bas Saas 2.04... die innerhalb C,, C,, ... convergirenden 
Nullentwicklungen eines Fundamentalsystems, so ist jede andere Darstellung 
der Function von der Form S+h,S,+h,S,+ + %,8,4+h,8,4+'" =‘. Wenn 
die Constanten h, h’, .... deren Index gleich » ist, nicht alle gleich Null 


sind. die aber, deren Index grösser als » ist, sämmtlich verschwinden, so 
convergirt diese Reihe, falls €, Co ist, innerhalb Co und nicht weiter; ist 
aber Ü,<— Co, so convergirt sie nur innerhalb C,. Denn wäre S’ weiler conver- 
sent, so wäre es auch S—h,S, —h, IS — RS, 8,1 hS,+hS, +. 
was zwar bei einem beliebigen System von einander unabhängiger Nulient- 
wicklungen möglich ist, nicht aber bei einem Fundamenlalsystem. Daraus er- 
giebt sich der Satz: Die sämmtlichen Darstellungen einer gegebenen Function 
convergiren entweder innerhalb des Kreises, über den hinaus sie nicht mehr 
überall den Charakter einer ganzen Funclion hat oder innerhalb eines Con- 
vergenzbereiches einer Reihe eines Fundamenlalsystems von einander unab- 
hängiger Nullentwicklungen, der kleiner ist als jener Kreis. 


Ich gehe jetzt an die Lösung des entwickelten Problems. 


$.5. 


Wenn die Nullentwicklung >e,P,x zur Grenze ihres CGonvergenzbe- 


reiches den Kreis Co hat, so können die Punkte a,. @,, ... nicht sämmtlich 
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innerhalb dieser Curve lieeen: denn sonst fände man. indem man nach ein- 
ander 2=aqa,, a, ... setzte, ,=0, ,=(0,.... Es kann auch nur eine 
endliche Anzahl derselben nicht innerhalb jener Linie liegen; denn sonst wäre 
die Reihe Ya, nicht convergent. Sei also a, unter den nicht im Innern lie- 


senden der, dessen Index am grössten ist. Setzt man 


n “ D 
er: RER: :- 
Rz=—-2)0,—. (= —., 
0%, P, WE x“ P, iR, 
so eelten von dem Systeme der Functionen O,x, O,r, ... dieselben Sätze. 
wie von dem der Functlionen P,r. P,x, .... und es ist 
Rx Bf RER 7 


welche Reihe nur convergirt, so lange sich x innerhalb Co bewegt. In denen 
der Punkte @,. @,. ... a,. welche etwa im Innern von Co liegen, hat Rx 
einen endlichen Werth. weil sonst der Convergenzbereich der Reihe &, e,,,O,x 
enger sein müsste. Wenn nun keiner der Punkte «@,. @,. ... a, auf der 
Linie Co läge. und wenn dann «a, einer der ausserhalb befindlichen wäre, 
dessen absoluter Betrag o’ ein Minimum, so liesse sich eine Darstellung 
Rz —= X, c,.,,0,x finden, die innerhalb Co’ convergirlte, und weil 0° >o wäre, 
nicht sämmtllich verschwinden. Mithin würde 


"% ' we 
I 


C,.,—6,,,)Q,r zur Grenze ihres Convereenzbereiches 


würden die Differenzen e,.,—e, 


die Nullentwicklung I 


die Curve Co haben, innerhalb deren «,.,. @,.>. ... sämmtlich lieven: was 


rn 


aus dem oben angeführten Grunde unmöslich ist. Daraus folet: Nur solche 


Kreise können Convergenzbereiche von Nullentwicklungen begrenzen, welche 


durch einen der Punkte a,, a,, ... hindurchgehen. 
+ » 1 . . . y un ,S 
Nach $. 4 kann —— in eine Reihe von der Form I/e, ,„.,0,x 
An— x 


entwickelt werden, welche im Innern des durch den Punkt a, gehenden Kreises 
convergirt. Daraus ergiebt sich durch Multiplication mit P,,,x die in dem- 


selben Bereiche convergirende Nullentwicklung 


S, 2 a.P.z, 
inder e,,=1 ist. und die ich zw a gehörig nennen will. Verschwinden alle 
Coefficienten der Reihe A,S,-+-h,S,;-+---. so ist h, als der von P,x eleich 0, 
h, in Folge dessen als der von P,x gleich O u. s. w.. und daher sind die Null- 
entwicklungen S,,. S,. ... von einander unabhäneie. 


Sei ferner Se = Ie,P,x irgend eine Nullentwicklung, welche innerhalb 


eines gewissen Kreises Co convergirl, seien a,, ds, ... die nicht im Innern 

1 N » % .xr . ” . 5 . 

dieser Curve gelegenen unter den Punkten a,. a... .... deren Anzahl eine 
‘) Re 


n 
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endliche ist, und @, a,, ... (A<u<Z...) die übrigen im Innern von Co 
liegenden. Es müssen dann die Gleichungen bestehen Sa; =0, aus der sich 
ein ganz bestimmter Ausdruck für e, durch «a,,a;, ... ergiebt, sodann, wenn 
a, von a, verschieden, Sa,=0, wenn aber a,=a,, S’a,—0, aus der ce, 
durch dieselben Grössen ausgedrückt gefunden wird u.s.w. Daher müssen 
in zwei innerhalb Co convergirenden Nullentwicklungen, in welchen die Coef- 
ficienten von P,x, Psx, ... einander gleich sind, auch alle übrigen gleich- 
stelligen Coeflieienten übereinstimmen. Nun können aber durch lineare Glei- 
chungen, die eine successive Auflösung geslalten (und deren Determinante 
gleich 1 ist) die Constanten A,, ha, ... so bestimmt werden, dass in der inner- 
halb Co convergirenden Reihe 4,S,+h,;S;+ die Coellicienten von P,z, 
P;x, ... beliebig gegebene Werthe e,, e;, ... annehmen. Dann stimmen 


aber alle gleichnamigen Coelfficienten der Reihen S und h,S,+h38;+- 


Y 
t 


überein. Daher ist das System der von einander unabhängigen Nullentwick- 


lungen S,, S,, ... vollständig, und weil zum Ausdruck von S nur diejenigen 
unter den Reihen S,. S,,. ... gebraucht werden, welche innerhalb Co oder 


darüber hinaus convergiren, ein Fundamentalsystem. 
Auf die Behandlung der Reihen von der Form 


r D_ 
>"aP +- Eu 
a 8,2 

0 I ? P,+rı® 


gehe ich hier nicht ein. Die in ihrer Theorie anzuwendenden Methoden werde 


ich später ($. 10 und 11) erörtern. 


$. 6. 

Den Fall, in welchem die Summe der Grössen «,, a,, ... convergirt, 
habe ich jetzt vollständig durchgeführt. Zwei andere Fälle will ich noch kurz 
berühren, wenngleich es mir nicht gelungen ist, sie eben so erschöpfend zu 
behandeln. 

Wenn die Reihe ä unbedingt convergent ist, so werde ich der 


v 


Bequemlichkeit wegen setzen 


Pa = (1-2) 


n—|1 





Weil unter der gemachten Annahme das Product 


T 


Px = 1, (1— 


d, 
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für endliche Werthe von x convergirt, so folgt aus der Formel 


. (1 a8) — zn P,® 
C—y P,y BR . ıy 


die Gleichung 
1 (A Px \ 7 g I 
c—y Py / a 
Es ist nicht ein Mangel dieser Methode, dass man nicht zu einer Entwicklung 


von —— gelangt: dieser Ausdruck lässt sich gar nicht in eine nach solchen 
y— x z 

Functionen fortschreitende Reihe entwickeln. Denn falls x mit keinem der 

Punkte a,. a,, ... zusammenlällt, so ist bei Anwendung der Bezeichnungen 

des $. 1 für alle Werthe von » 


\ 


P,x- In (U4 >) und ai- 4 . ‚2 


14 


und mithin sind die beiden Reihen 

Sc, P,x und Ye 
zugleich convergent und divergent. Daher convergirt die Reihe Ye,P,x ent- 
weder gar nicht oder überall im Endlichen. Da ferner in allen Punkten & 
innerhalb eines mit dem Radius o um den Nullpunkt beschriebenen Kreises 


\ 


für alle Werthe von » 


Pe << (lir& 
nA _ 0 ] e 


ist, so überzeugt man sich leicht, dass, wenn >e, convergirt, die Reihe 
=c,P,x innerhalb jedes endlichen Bereiches gleichmässig convergirt. Daher 
muss die durch sie dargestellte Function im Endlichen überall den Charakter 


einer ganzen Function haben, und mithin kann —— nicht in eine derarlige 
= = 





cc 
Reihe entwickelt werden. Wenn x eine die Punkte «,. @,. ... a, im po- 
sitiven Sinne einfach umwindende geschlossene Curve durchläuft, so ist 
1 P,xedx 1 (P,xdxz 
mir nn BT VEN 
Ist also 
4 Me 6P,% 


so muss, weil diese Reihe dadurch integrirt werden kann, dass die Integration 


an ihren einzelnen Gliedern ausgeführt wird, die Gleichung bestehen 


1 f- fydy 
Be — —— BEFUNDE. SESERFEER 
2nı J a,P,+ıY 
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und 
_ 1 fi ( 1 1 P.x 
S’ın—1 > in, ar 2 RED Eee Ze 
—() 0,2,8 F 2mi. fy ya y—ıT P.y 
und mithin 
ern | f nd 
wie Fe, 
2riJ y—x P,ıy 


Die Function fx, die im Endlichen überall den Charakter einer ganzen Function 
hat, kann also in eine Reihe von der Form Fe,P,x entwickelt werden oder 


/ _ Iydy 
J y-z)P,y 


in dem der Weg von y die Punkte «,. a,,.... a,_, einschliesst, bei wachsen- 


nicht, je nachdem das Integral 


dem » gegen Null convergirt oder nicht. 


8.7. 
In dem Falle, in welchem «a,.«,.... über alle Grenzen hinaus wachsen, 


u“ . . . 2 v . rn . r . 
ohne dass = convergirtl, lässt sich oft folgendes Theorem mit Vortheil an- 
di, | 
wenden, dass ich einer Vorlesung des Ilerrn Weierstrass über elliptische 
Funclionen entnehme: 


„Wenn positive Zahlen m exisliren, für welche =, eomvergirt, und 


unter ihnen n die kleinste ist, und wenn 


x x gr—l 


Na ae Be Serie DE Fr Zn he ur 


gesetzt wird, so convergirt das Produet 
f T Se 
(1 —)es di 
d, 


für alle endlichen Werthe von x. 


Um dies zu beweisen, muss man zeigen, dass, wenn 


.- p,X — (1- i Je 
(dl, 


ist, die Reihe Iy,x convergirt. Da : 
gl 
f 2 zT — aa P> (X,@, ) und p, 0 — 0 
di, 


l v 1-— O(X,a 
pi = ni ar! er) de 


a,‘ 


# 
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und mithin 
| 


[2 


a, 


Y,Xmn 


1 i 
Wenn also 2 —- convergirt, so ist auch I’y,x convergent. 
d, 


Wird z.B. 


n® 


pP u (4 nn Eu Bes Er ( | rn I \ 


gesetzt, so ist 


P,z = [(1-F)e' (1-5)e?...(1-Z)er]e (144.44) 


oder 
ı\ 
X l A —) 
P,cxe ER 
und weil 
3 
1- L- nn —lon 
2 2 £ 


für alle Werthe von » zwischen 1 und } lieet 
| 


N 


Pxn 


Wenn daher x zur rechten von y liegt, d.h.. wenn der reelle Theil 
von 2—y positiv ist, so ist 
| . P,x 


A .. DEE OR 
c—y " @+i)P,zıy 


Es ist klar, dass jede ganze Function »'” Grades gr in eine Reihe von der 
Form &)e,P,x entwickelt werden kann. Wenn ferner kx in der Umgebung 
des Unendlichkeitspunktes den Charakter einer rationalen Function hat, so 
lässt es sich zerlegen in eine ganze Function gr und eine Function fx, die 


für = » verschwindet. Es liege x zur rechten aller singulären Punkte von 





fr, von denen es durch die der Ordinatenaxe parallele Gerade Ü getrennt 
werde, und es durchlaufe y eine zur linken von € liegende geschlossene 
Curve, die alle singulären Punkte von fx im positiven Sinne umwinde. 
Dann ist 


. 1 fydy P,Xx 
fx ner > pP c+- y24 fr 


2niJy x—y Pıy 


u; I fh fy dy 
2niJ (v+1)P,+ıY 


und 


fe = ee. 
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Mithin kann jede Function, die in der Umgebung des unendlich fernen Punktes 
den Charakter einer rationalen hat, in eine nach den ganzen Functionen P,x 
fortschreitende und zur rechten aller singulären Punkte convergirende Reihe 
entwickelt werden. 

Zur Ermittlung der Nullentwicklungen Ie,P,x genügen die im $.95 
gegebenen Erörterungen. 


Ich gehe jetzt zu einer andern Klasse von Functionensystemen über, 
welche bei der Kettenbruchentwicklung gegebener Funclionen auftreten. Unter 
der Annahme, dass keine der Grössen «@,. a. ... verschwindet oder für end- 
liche Werthe des Index unendlich gross wird, und dass der Keitenbruch 


REN 


ut 


U 





in einem gewissen Theile der Ebene convergent ist. bezeichne ich den „t® 


a 


£ ’"#iz R„x ’ a 4 
Näherungswerth mit „,— und den Rest —, so dass die Gleichungen bestehen: 
Int UnX 
FE. 28 
R, L — ar u SE 


0,x O8 
P,h&:+P,,2=e2P,2(#=1,3,...) P,=0, P, =1. 
Bst PD, 2 = DB 2a RL, :.) 8,09, >51, 
R,,a+R,_,2=a.R,c(n=0,1,..) RJ,=0, 


Wenn daher gesetzt wird 


Ss = B23a0,cR,y, 


2S = 2) (a,2eQ0,2)R,y= 3 (0,12 +Q,_,z)R,y, 
ys=>,0,x2(a,yR,y)= = Q,2(R,.ıy+R_ıY), 
Yy — T) Ss ei 1 - - 0), cz R, ıY 0, X R, Y. 


Auf diesem höchst einfachen Wege ergiebt sich folgendes System von 
Formeln: 
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A HN P, 19° Pr 7% P- U 
Za,P,eP,y = me nn Pe 2 








y—ı 
u. 1 j P, T 0), ac 5 P_ ıT 0, Y 
Be 2 u nude 
. \ y—ı{T y—ı 
R,y P,xR.+ıy — Pızı=R.y 
P > m u ee ae ee nn _., 
Za,P,<R,y = "Tag “a” 
R 0,2 0.219 — O,112 0,1 
Za,0,zQ0,y = Peer 9 — Yurı@ Un 
vxX)» x», y—ıx 
' 1 Q„x2R.x1ıy — Q,+1@R,.y 
B Aa, 0, Mn h, - De WE u y 2 
w Rxc—Ry , R,eR,.ııt R.ızR, 
ZSa,R,ceR,y = .- _ Er un Miles nee. 
| L Y Mr 
zu. = P,=P,.,.2-P,..,zP,;z 
Sa, P,x0,x P,2QO, ne —-P,ı20,x 
Zu, P,x R, D = R,x - gr c R, “Zu Fr 7 R, I 
Zul: = 0,2 0,12 —-0,,,120,8 
Za0,<h,z = Q,),cR,,c—0,.,eR,r 


za, \ R, x) — 5 RR LI + R, LI R, 1 l T EM R, 1-1 I hı, L. 


Dieselben Formeln gelten, wenn P,x, Q,x und R,x sich auf den allgemei- 


4 [73 
neren Kettenbruch 
1 


ac+b —1 
vU ' Ä 


) 





axz+b —1 


a,c-+b,— 
beziehen. 

P,x und O,x sind ganze Funclionen (»—1 1! und »'" Grades. Unter 
der Voraussetzung. dass sich A,x in eine nach absleigenden Polenzen von 
x fortschreitende, in der Umgebung des Punktes 2 = » convergente Reihe 


entwickeln lässt. deren Anfangsglied dann - ist. kann R,r vermöge der 
' , a,x 


0 


Gleichung 

R,ce=R,20,c—P,x 
ebenfalls nach absteigenden Potenzen von x in eine Reihe entwickelt werden, 
welche mit der — (»+1)!®® Potenz anfängt und für endliche Werthe des Index 


wenigstens denselben Convergenzbereich hat wie die Reihe für A,.«. 


$.9. 
Ich will nun untersuchen, welche Schlüsse sich aus den gefundenen 


Formeln ziehen lassen. wenn 
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Fa, ß+1,y-+1,&°) 
zF (a, ß,y,x0””) 
geselzt wird. In dieser Gleichung bezeichnet F(e, /, y,x) wie gewöhnlich 





R,x = 


die hypergeomelrische Funclion, welche innerhalb des mit dem Radius 1 um 
den Nullpunkt beschriebenen Kreises durch die Potenzreihe 


eB  ela+I)PP-HI) a’ | 
1 u all „ax Uber Tan ee 7 oh: 
’ (+1) 1.2 


definirt ist. A,x aber bedeutet hier und im Folgenden nur den Zweig der 
F(«, 3-+H1,y-+1, 2°) ‚ 
7.55, Welcher durch den Kettenbruch dargestellt wird. 





Function 


also in der ganzen Ebene mit Ausnahme der die Punkte +1 und —1 ver- 
bindenden Geraden, die ich die Strecke Cl nennen will, den Charakter einer 
rationalen Function hat und im Unendlichen verschwindet. Dagegen ist fest- 
zuhalten, dass auf der Linie Cl sowohl R,x als auch Rx, Rx, ... über- 


haupt nicht definirt sind. 











In diesem Beispiele ist = 1 und 
1. BEN Nele), 0,4 
. a... (a +n—1)(7—P)...(7—P-+n—1) Allee: , 
a = Be @...(@+n -1) (Y- vs ... Y- -P+ u ARE 7 en 
. (B+1)...(P+n)yz—e-+1)...(y—a-+n) y 
Ich nehme an, dass «@, y, 7 nicht verschwinden, und dass e, f, y, y-e, 
y—[} keine negalive ganze Zahlen sind. Nach $.7 ist 
(e+1)(2+2)...(a+n) vw 1.2...n.n“ 
und daher, weil („—1)“ on“ ist, 
1.2...n—1.nP.1.2...n—1.0 Suse 
dr, 8 — - er a, 9 
or 1.2...n—1.n®.1.2...n—1.nY”? 


Auf diesem Wege ergiebt sich, wenn 
N= en dr nt 
gesetzt wird, je nachdem » ungerade oder gerade ist, die Aequivalenz 
d, dw N, , 


Von den Wurzeln der Gleichung 1--222+2°=0, deren Product gleich 


[ ist, werde die, welche —>1 ist, mit z+yx’—1 = gzx und die, welche <1 


ist, mit @—ya’—l = (gr)”' bezeichnet. Aus den Untersuchungen des Herrn 
Thome über die Convergenz des Kettenbruchs R,x*) lässt sich, wenn noch 
, R,a 
S,e = —— 
Rx 


*) Dieses Journal, Band 66 pag. 322 und Band 67 pag. 29. 
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gesetzt wird, nachstehende Folgerung ziehen: Die Reihen 


.) Ze,Pf,2 md Ze,Nlge), 


2.) 2c,Q,z2 und Zc,N(y2), 
9) Zen wu 2,0”, 
(4) Zc,8S,z und Zc,N(gy2)” 

haben, falls der Radius des Convergenzkreises der Reihe Ye,x” von 1 ver- 
schieden ist, dieselben Convergenzbereiche. Doch sind vom Gebiete der Grösse 
xzin (3.) und (4.) die Strecke Cl, auf der R,x unn S,x keine Bedeutung haben, 
und ausserdem in (1.) und (4.) die Punkte «, in denen R,x ausserhalb 01 
verschwindet, und in (2.) und (3.) die Punkte », in denen es ausserhalb ©1 
unendlich wird, auszuschliessen. 

Aus der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung, der die hyper- 
geometrische Function genügt. lässt sich schliessen, dass die Gleichung 
F(e,P,y, x) =0 keine mehrfachen Wurzeln hat. Daraus und aus der Formel 

dF(e, P,y, x) 


R nf ) »r hi hl 1 ! ; 
yL I 4 ). ‚Pi T } 7 [ V—( \ F | (Gl, [7 4.5 “ FR he 1 . T _—- Ar l —r | — FE. IE 
PY WIN EwWERZ II\y JF\M,Prb,yjTi. / j 2> 





folgt, dass die beiden Gleichungen 


F(a,ß,y,2)=0 und‘ F(e, P+1,y+1, x) = 0 
keine Wurzel gemeinsam haben. 


Ist x eine ausserhalb CI gelegene Wurzel der Gleichung 


- 


Fo, +1.y+1, 2” 0 


/ 
und © eine derselben Bedingung genügende Wurzel der Gleichung 


Fa.) 
so folgt aus den Formeln 
> et ZN 
P,e+R,ce=R,r0,xr und a.t 5,2 = O2; 
zT 


0 


dass 
P,u=—R,u und 0,0=S89,v 
ist. Daher sind die Reihen 


2c,P,u und 2c,N{pu)”, 


2 


=c,Q,ve und 2c,N(ge)” 


” 58 
zugleich convergent und divergent. 


Auf demselben Wege wie in $.2 lässt sich zeigen. dass die Reihen 


*) Herr Thome hat (dieses Journal, Band 67, pag. 309) gezeigt, dass wenigstens 


für gewisse Werthe der Elemente «, £, y solche Wurzeln existiren. 


er 
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(1.) (2.) (3.) und (4.) für alle Punkte eines ganz innerhalb ihres Convergenz- 


J 


gebietes liegenden Bereichs denselben Grad der Convergenz haben, und daraus 


“ 
lassen sich dann dieselben Folgerungen ziehen wie in dem genannten $. 

Wenn einer der Punkte © innerhalb des Convergenzbezirks der Reihe 

R,x 
C, 

RE 

ve endlich und stetig. und daher kann im Punkte © die erstere Reihe, wenn 


>c,R,x liegt, so bleibt die Reihe Fe,S,2= > 


> in der Umgebung von 
sie nicht endlich bleibt, nur von der ersten Ordnung unendlich werden und 
convergirt auch für 2 =v gegen den wahren Werth der durch sie darge- 
stellten analytischen Function. 

Die Ellipse mit den Brennpunkten +1 und —1 und den Halbaxen 
!(o+eo”) und 1(o—o”'), auf welcher der absolute Beitrag von gx den con- 


stanten Werth o 


N 


Convergenzkreises der Reihe >e,x’, so convergiren die Reihen (1.) und 


hat. werde mit Co bezeichnet. Ist dann o der Radius des 


N 


(2.), wenn o > 1. innerhalb der Ellipse Co, und die Reihen (3.) und (4.) 


wenn o<_ 1, ausserhalb der Ellipse Co” und nicht weiter. 
Aus den in $. 8 gefundenen Formeln ergeben sich nun die folgenden 


Gleichungen: 

















R,y 
bi > ” 0% a 
=za,P,cR,y u pe <—gy 
z | pr 
z=0,0,zR,y = ng ge <yy 
. R,ce—R,y k 
ZSa,h,ck,y | . z ge >1, y>1 
Za,/ (R,x2) de = Rx ge >1 
R 
Za,P,»P,= = 0 ge << gu und x = uw 
£ l R 
=a,P,uQ,2 = —— ge ga und 2 =t 
3 R,x Bu; 
Za,P,uR,x = - ne gı 1. 
r | 
Za,ß,,P,= = ze ge<ge und r=u 
=Za,0,eQ,r = 0 ye<ge und ce=e 
. | K 
Za,0,vR,c = ep px —>1 
Za,(P,u)' —= —R,u Za,P,uP,u' = 
are N l ö ’ 
zs,(0,,) = —) Za,0,e20,0-0. 
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In diesen Formeln ist « ein von « verschiedener Werth, für welchen 
R,x verschwindet. und ©’ ein von ® verschiedener. für welchen es unend- 
lich wird. 

In eine Reihe von der Form >e,R,y kann eine Function nur auf 
eine einzige Weise entwickelt werden, wie sich aus Betrachtungen, die der 
Methode der unbestimmten Coelfliecienten zu Grunde lieeen. leicht ergieb! 
(Verel. $.3.) Wenn fy ausserhalb der Ellipse Co den Charakter einer ratio- 
nalen Function hat, beständig endlich ist und im unendlichen verschwindet. 
und wenn y ausserhalb Co liegt, und x die Linie Co’(o <o- "gy) im po- 
sitiven Sinne durchläuft, so ist 


1 
5 zn. R x j po » 
fy — |) ( ) Rh Y Ps Iri / y Br 7 fi da a 


d, ; i 
ne > /0, xfede 


O,xcR, ıYy (), ‚cR.y 


und 

fy z,c,R,y, 
und diese Reihe convergirt sicher ausserhalb Co und auch nicht weiter. es 
sei denn. dass fy über Co hinaus den Charakter einer rationalen Function hat 
und auf dieser Linie nur in einem Punkte © unendlich von der ersten Ordnung 
wird. In diesem Falle kann der Convergenzbereich der die Function dar- 
stellenden Reihe nicht durch die Curve Co begrenzt sein. weil die Reihe 


1 
Za,Q,ch,y 
y—v 

in der ganzen Ebene mit Ausnahme der Strecke C1 convergirt. (Vergl. $. 3.) 

Werden über fr, x und y ähnliche Annahmen gemacht. wie im Anfange 


des $. 4, so ist 





. 1 DER. OD. x BR,ı 
fx „=. Dn.2ı__ Jr T Var 
0 dia BE, I Imi : y z 


-fydy., 


A, eb 
= 5, /fy R,ydy 
und 


fe = &’e,0,r. 


’ 


und diese Reihe convergirt innerhalb Co und nicht weiter. 
Wenn endlich fr in dem von den Ellipsen Co und Co, (oe — 9, be- 


grenzten ringförmigen Stücke der Ebene den Charakter einer ganzen Function 


hat. und x in diesem Gebiete liegt. so bestimme man zwei Grössen o' und 
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0, So. dass 

oe >eYr>ma >> 
ist, und zwischen Co und Co’ keiner der Punkte » liegt. Durchlaufen dann 
y und y, die Curven Co’ und Co, im positiven Sinne, so ist 


fe = 1 fyay ER 1 en 


2ni y—ı Ami —y, 





mithin 
fe = 3, 0Q,c+c,R,z, 
wenn gesetzt wird 
d, £ a, 2 
0, so /fy R,ydy und ce,= 3/0. nudys- 
Diese Reihe divergirt ausserhalb Co und convergirt nicht innerhalb Co, ausser 
in dem oben erwähnten Falle. 


$. 10. 
Zu jeder ausserhalb der Strecke C1 liegenden Wurzel © der Gleichung 
R,e = % gehört eine Nullentwicklung 
za0, 00,2 =Q, 


welche innerhalb der Ellipse, auf welcher o liegt, convergirt und nicht weiter. 
Die Anzahl der Punkte e, die ausserhalb einer bestimmten Ellipse Co (o>>1) 
liegen, ist eine endliche. Denn weil R,x in der Umgebung des Unendlich- 
keitspunktes in eine nach absteigenden Potenzen von .r fortschreitende con- 
vergente Reihe entwickelt werden kann, so liegen alle Wurzeln der Gleichung 
R,x = x, die der obigen Bedingung genügen, in einem endlichen Theile der 
Ebene, nämlich innerhalb des Convergenzkreises jener Reihe und ausserhalb 
Co. Eine Function kann aber, wie Herr Weierstrass gezeigt hat *), in einem 
endlichen Bereiche, in dessen Innern vnd an dessen Grenze sie überall den 
Charakter einer rationalen hat. nur an einer endlichen Anzahl von Stellen 
unendlich werden. Sei nun 
S=>c,0,x 

irgend eine Nullentwicklung, die innerhalb der Ellipse Co convergirt, seien 
°,, ®3» ... v„ die nicht innerhalb Co liegenden Wurzeln der Gleichung 
R,e—=%x,S,.85,...8, die zu ihnen gehörigen Nullentwicklungen, ®,,,.®,... -.. 


*) Dieses Journal Band 52, pag. 334. 
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Li 


die übrigen Wurzeln, die im Innern von Co liegen. Durch die Reihe Fe,R, x. 
welche in der ganzen Ebene mit Aussnahme der Strecke CI convergirt, wird 
eine Funetion Rx definirt. die ausserhalb CI überall den Charakter einer ralio- 
nalen hat und nur für die Werthe z=ev,. ©. ... e, und ®,.1» ©,..1>% ».. von 
der ersten Ordnung unendlich werden kann. Die Reihe Ie,P,x convergir!t 
innerhalb der Ellipse Co, und wenn x auf einen ausserhalb CT und innerhalb 
Cs gelegenen Theil der Ebene, in dem keiner der Punkte ©,,,. ©,.». 
liegt. beschränkt wird, so folet aus den Gleichungen 
P,ce+R,2==R,..20,z und Zc, 0,2 =(, 


n i „a 


dass nicht nur 

.) Ba = Ze: 
sondern auch 

2.) Rx - Ic, P,x 
ist. Weil aber >e,P,x innerhalb Co eine analvlische Function darstellt, und 
Rx als eine analytische Fun.tion definirt ist. so muss die Gleichung (2.), die 
in einem Theile des Innern von Co gültig ist. für alle Punkte dieses Bereiches 
bestehen. Daher muss die Funclion Air erstens für & =e,.,. %,:15. »». end- 
lich sein und zweitens überall innerhalb Co den Charakter einer rationalen 
haben. Sie hat also in der ganzen unendlichen Ebene den Charakter einer 
rationalen Funclion und muss mithin nach einem bekannten Salze der Functionen- 
theorie eine ralionale Function sein, die, weil sie nur in den Punkten ®,.®©....® 
von der ersten Ordnung unendlich werden kann und im unendlichen ver- 
schwindet. nolhwendig die Form hal 


h, h, h, 


Da aber 


ist, so ergiebt sich 
U mn I . » wer F 
Re Ze, RR, = 28h, 
Daher muss 
ec, = a,(h, Q,vı + +h,0,v, 


sein, und mithin stimmen die beiden Reihen 

S und hSı,-+t--+5,8, 
in ihren Coefficienten überein. Es ist also bewiesen, dass das System S,. 5... 
vollständig ist. 


Wären nun diese Nullentwickluneen nicht von einander unabhäneie. 


- 
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Fu 


könnten also die Constanten h,. is» ... so bestimmt werden, dass alle Co- 
elfiecienten des Ausdrucks h,S, ++ ---+-h,S, verschwänden, oder dass für alle 
Werthe von v 

h,‚Q,0, 4: --+-h,Q4,v, = 0 
wäre. so müsste auch 


| | \ / h, 
Dr Mh, 0),v,) Rh,x . es : 


i l i 


c—p cc—d, 


identisch verschwinden, was. wenn nicht h,. /s. ... h, sämmtlich Null sind. 


unmöglich ist. Dass S,. S,,... S, von einander unabhängig sind, folgt auch 
daraus. dass die Determinante 
= +0,00, %:..-Q,_,0 


von Null verschieden ist. Denn sie ist gleich dem Producte aus den Coel- 


n 


ficienten der höchsten Potenzen der Funclionen Our, Q,.r, ... Q,_,.r und aus 
den Differenzen der Grössen ©,. ©. ...®,. 
Daher bilden S,. 8;. ... ein vollständiges System von einander un- 


abhängiger Nullentwicklungen, welches, da zur Darstellung einer beliebigen 
Nullentwicklung S nur die unter den Reihen S,. 8;, ... zur Verwendung 
kommen, die in demselben Bereiche wie S oder weiler convergiren, ein 
Fundamentalsystem ist. 

Sei S irgend eine Nullentwicklung. welche innerhalb der Ellipse Co 
converegirt. ausserhalb divergirt. Läge nun au! der Linie Co keiner der Punkte 
ec, so würde, wenn ?,. ©. ... e, ausserhalb Co lägen, und S,. S:. ».. 9, 
zu ihnen gehörten. S auf die Form h,S, +: -—+%,S, gebracht werden können 
und mithin über Co hinaus convergiren. Daraus folgt: Nur solche Ellipsen 
begrenzen Convergenzbereiche von Nullentwicklungen, welche durch einen der 
Punkte ©,» ©, ... ©, hindurchgehen. 

Sei 

S=>c,0,0r—c,R,z 

eine zwischen den Curven Co und Co, (oe >o,) eonvergirende Nullentwicklung. 
Setzt man 

Rz = 3, c,0,«, 
so ist auch 

Rz = 23, c,R,«. 
Da mithin diese Function wegen der ersten Gleichung innerhalb Co, weeren 
der zweiten ausserhalb Co, und daher wegen beider in der ganzen Ebene 


den Charakter einer rationalen hat. so muss sie eine rationale Funclion sein. 


die wegen der ersten Gleichung innerhalb Co stets endlich ist, wegen der 
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zweiten nur in den nicht innerhalb Co liegenden Punkten »,. ®©,. ... ®, von 
der ersten Ordnung unendlich werden kann und für z#= x verschwindet. 


Also ist 


R.r N -... h, 
—p C—P, 
und 
Sc,R,z = Fa, (hl, 0,0, +: -+h,0,v,)R,e, 
also 
C, a,(h,Q,0c, +: +h,0,v, 


Ist ferner R,o das conslante Glied in der Entwicklung von /,.r nach Potenzen 
von r—r, so Ist 


Sa Mr or. 
2—t m. 


und diese Reihe convergirt im Innern der Ellipse, auf welcher v lieg! 
Daher ist 
>60,QU,2 Sa,(h, Re, + +h,K'r)O,. 
und mithin 
C a,(h, R,ev, + +hR,e,+h0,0 +. -+h,0.0 


’ ) i , 


Setzt man also 
r) za,QV,0;V,z und S,=Za,(R,vr0,c-O,;,R,r), 


; ‚V, ; 
so ist klar, dass das System der Nullentwicklungen S,. S,. .... 8,. 8 
vollständie ist. 

Werden aber die Gonstanten h,. ... h,. h, h, so bestimmt. d: 
alle Coelfieienten des Ausdrucks 

NS, +++, + hd, +: +, 

verschwinden, so ist der Coefficient von —a,R, x gleich h, O8, + h,0,r, dd. 
und mithin ist 4, =0, ... h, 0: daher sind alle Coelfieienten der Reihe 
h‚S, + --+h,S, gleich Null. und deshalb ist % SE () Daher bilden 
Des San 0 Bra Bias. . ein: vollständiges Sysiem von einander unabhängige: 





Nullentwicklungen und zwar aus demselben Grunde wie oben ein Fundamen- 
talsystem. Ferner ojlt der Salz: Die Conwergenzbereiche ron Nullenhwich- 
lungen werden begrenzt entweder "On einer Kllipse., die durch eınen d; r Punlktı 
ve geht, oder von einer solchen Ellipse und der Strecke C1. 

Auf die Theorie der Reiben 


2er, wmd 2c,9,2, 


—— 
nn 
_— 


welche nach denselben Methoden behandelt werden kann. wie die der 
zei mi So,H,:; 
gehe ich hier nicht ein. 


ir 
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g.11. 


Nachdem ich die Theorie der Nullentwicklungen in den beiden durch- 
geführten Beispielen auf besonderen Wegen abgeleitet habe, will ich zum 
Schluss noch eine Methode erwähnen, die in beiden Fällen zum Ziele führt. 
Zu dem Zwecke stelle ich zunächst die Voraussetzungen, die ihrer Anwendung 
zu Grunde liegen, und die in den beiden behandelten Beispielen erfüllt sind, 
kurz zusammen. 

I) Die Punkte, in welchen der absolute Beirag einer gewissen Function 
gr einen econslanten Werth o hat, mögen eine geschlossene Curve Co bilden, 
innerhalb deren die Function beständig kleiner, und ausserhalb deren sie über- 
all erösser als o sei. Ist dann 0’ >> o, so wird die Linie (Co von Co’ voll- 
ständig eingeschlossen; denn alle Punkte, in denen ger o ist, genügen auch 
der Bedingung gx <o. Liegt gx für alle Werthe von x zwischen o, und 
o, (0, << 9). und erfülit die Gesammiheit der Curven Co die ganze Ebene, 
so ist der Flinimalbereich Co, keine Fläche. sondern aus Linien und Punkten 
zusammengesetzt, während Co, keinen Punkt im endlichen hat. Die Reihen 

ı.) ze, ud Zee)”, 


2) Ze.G@G,.z und Zelor 


er l E> } 3 
mören dieselben Convergenzbereiche haben. Ist daher o der Radius des Con- 


vergenzkreises der Reihe Ie,3’, so convergirt (1.), falls o zwischen o, und 


% 
a - 


o, liegt, innerhalb Co und (2.), falls 0”' zwischen denselben Grenzen liegt, 


ausserhalb Co”'. Im Allgemeinen bilden die Linien Co ein System confocaler 


Curven. das dureh die Gleiehune z = «x in ein System um den Nullpunkt 


der z-Ehene beschriebener concentrischer Kreise abgebildet wird. 

2) Für endliche Werthe des Index mögen die Funclionen Fr, Fız, .. 
im endlichen überall den Charakter ganzer Funclionen haben, während ihr 
Verhalten im unendlichen unbestimmt eelassen wird, und @,r, @,x,... ausser- 


“ 


halb des Minimalbereichs Co, den Charakter ralionaler Functionen besitzen und 


für 2 sc verschwinden, während über ihre Beschaffenheit in Co, nichts fest- 
oeselzi wird. Seien ®,. ®%. ... die Punkte, für welche irgend eine der 


Funelionen @,x, @, x, ... ausserhalb Co, unendlich wird. so ecordnet. dass 
ye,— 9%”... ist. Ich nehme an. dass ausserhalb jedes endlichen Bereiches 


Co nur eine endliche Anzahl der Punkte » liegt. Die Functionen Gr, @,rT,. 


können in einem bestimmten Punkte » von verschiedener Ordnung unendlich 
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werden und zwar für endliche Werthe des Index nur von einer endlichen. 
Ich seize voraus, dass es für die Grössen dieser Ordnungen ein Maximum 
k giebt, das ich die Ordnungszahl des Punktes e nennen will. 

Aus den Annahmen über die Art der Convergenz der Reihen (1. 
und (2.) und über die Beschaffenheit der Functionen F,x und @,.xr folgt auf 
dem in $. 2 eingeschlagenen Wege, dass diese Reihen für alle Punkte eines 
innerhalb ihres Convergenzbezirks liegenden Bereichs denselben Grad der 


Convergenz besitzen. 
3) Ist x von e verschieden und ye<Zyy, so sei 
| Eee 
Br at TE 


m L 


hr 


Ist aber % die Ordnungszahl von e, 2° k und 


| D*F, x), 


PR 
so sei die Reihe 
4.) — = SFr "'vG,y 
in der ganzen Ebene mit Ausnahme des Minimalbereichs oder auch mit Ein- 
schluss desselben convergent. 
4) Nach den Functionen @,x, @,®, ... lasse sich eine gegebene 
Funclion nur auf eine einzige Weise entwickeln. 
Diese Annahmen genügen, um die Theorie der Nullentwicklungen vos 
der Form der Reihe (1.) vollständige begründen zu können. 
Die Curve Co gehe durch den Punkt e, dessen Ordnungszahl A sei. 
x liege im Innern von Co, o' werde so gewählt, dass 0 > eo’ >> ya ist, y 
durchlaufe einen um © beschriebenen Kreis. der ganz ausserhalb Co’ liegt und 
keinen von © verschiedenen Punkt ©’ einschliesst. Wird dann die Gleichung 
(3.) mit (y—e)”"" multiplieirt und nach y integrirt, so ergiebt sich 
NG,eFx = 0. 
wenn @,,e der Coefficient von (y—e)* in der Entwicklung von @,y nach 
Potenzen von y—v ist. Diese Reihe convergirt sicher, wenn x innerhalh 
Co liegt. Ich will sie. wenn e =v, ist. mit S,, bezeichnen und die 2% zu 


gehörige Nullentwicklung nennen. 


©) g 


Sei Co, eine Linie, welche die Punkte ce sämmtlich einschliesst. und 
seien ®,. ©, ... ©, diejenigen unter diesen Punkten. welche nicht innerhalb 
einer bestimmten Curve Co (e<Zo,) liegen: sei 0 <Zo und so gewählt, dass 
weder auf Co’, noch zwischen Co und Co’ ein Punkt © liege. Die Variabeln 

4* 
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x, und x mögen im positiven Sinne die Linien Co, und Co’, &,. ©. ... z, 
aber Kreise durchlaufen, welche um ®,, ®©;. ... e, mit so kleinen Radien be- 
schrieben sind, dass jeder nur einen einzigen der Punkte ® einschliesst. Dann 


folet aus (3.) 
Gy = 2 “ fe, x, x.da,)@, y. 


Da sich aber nach den Funclionen @,y, @,Y, ... eine Function nur auf eine 
einzige Weise entwickeln lässt, so ergiebt sich daraus die Gleichung 


1 Mn 
mi fh v Li (Gr, Li) da, pas an €, 


in der & gleich O oder 1 ist, je nachdem » von « verschieden ist, oder nicht. 


4 





Nun ist aber 


/F 2u@, 2, da, . /F, LT (F, L dx +/F, Li (7, I; da, + ii +/F, LT, G, LT, de, e 
Sind also A,. Ay. ... %k, die Ordnungszahlen von ®,, &%, ... ©,. SO besteht 


die ER 
Y Y 1 Y Y Te Y 
2mi — fF, cr, x da auch F, 7 Ge, Tv F, ce (20, + BER +Fy © Gn, Ye 


F' f f %k . ai y 1} Y 
F,v (Ge, Fe Fön 'v (G Bun _ ze a F’ e,@G „OO — €. 


2 n ı n URn n ı ur? [4 


Ist nun S=Ie,F,x irgend eine Nullentwicklung, die innerhalb Co convergirt, 
so erhält man durch Multiplication mit @,x= und Integration über Co’ 
Ic, F"0,Q,0%—c,=d. 


UX 


Da die Reihe FF77'eG,x in der ganzen Ebene ausserhalb des Minimalbereichs 


4 


Co, convergirt, so ist, wenn 0, < 0, <0'<-o gewählt wird, IF*"eo, 


’ 


convergent und daher Fo <Z go’; und da Co den Convergenzbereich der 


Reihe Ie,F,x begrenzt. so ist Ie,o” convergent und daher ce, ho'”. 
Mithin ist die Reihe Fe, Fe <— gh>o,.o””” und deshalb convergent. Setzt 
man also 
Ed En 
hat Ah,, einen ganz ih Seltanie Werth, und es ist 
= Zh.@,.0- 


Daher stimmen die Coefficienten der Reihe S mit denen des Ausdrucks 
Eu,8;; 
überein, und das System der zu den Punkten o gehörenden Nullentwicklungen 
ist voliständig. 
Aus der in der ganzen Ebene mit Ausnahme des Minimalbereichs con- 


vereirenden Reihe (4.) ergeben sich durch Coeffieientenvereleichung oder se- 
\ o > wo) o 
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schlossene Integration die Gleichungen 


ZFr'oG,,e | 
ZzF"oG,o = OÖ u 
zZ "0G,0 = 0 WE : 


Werden also die Constanten %h,, so bestimmt, dass alle Coeffieienten der Reihe 


S 


i«Nı% 


>’h 


verschwinden, so muss für alle Werthe von u 


y'n,.60,0 = 0 


z ur I 


sein. Multiplieirt man diese Gleichung mit Fe, und summirt man nach w., 


» 
so erhält man 
I (). 


AT 


Mithin bilden die Reihen S,, ein vollständiges System von einander unab- 
hängiger Nullentwicklungen und zwar ein Fundamenlalsysiem. 


.„ so ist oben gezeigt. dass S,, innerhalb dieser Linie 


Geht Co durch e, 
sicher convergirl. Wenn nun die Reihe noch über Co hinaus convergirte. 
so liesse sie sich linear durch die Nullentwicklungen ausdrücken, welche zu 
den nicht innerhalb Co liegenden Punkten e gehören. Da sich e, unter diesen 
nicht befindet, so wäre die Reihe S,, von einer Anzahl von ihr verschiedener 


Nullentwicklungen des aufgestellten Fundamentalsvstems abhängig. was nicht 


der Fall ist. Daher muss S,, ausserhalb Co divergiren. Da nun der Con- 
vergenzbezirk jeder beliebigen Nullentwicklung mit dem irgend einer Reihe 
eines Fundamentalsystems übereinsliimmen muss. so gilt der Salz: Nur solche 
Curven Co begrenzen Convergenzbereiche von Nullentwichlungen, welche durch 
einen der Punkte v hindurchgehen. 


Sei ferner Ie, F, 2— ec, G, x irgend eine Nullentwicklung, welche zwischen 


den Curven Co und Üo, (0 > o,) eonvergirl,. seien ©. %, ... ©, die nicht 
innerhalb Co gelegenen Punkte v©, und sei 0'<o, 0, und so gewählt, dass 


zwischen Co und Co’ kein Punkt e liegt. Mit Fe und Ge mögen die Üo- 
ellicienten von (2 —e)* in der Entwicklung von F,x und G,x, mit @,,e der 
Coelliecient von (r—e)”” in der von @,x nach Potenzen von z— ev bezeichnet 
werden. Multiplieirt man dann die Gleichung 


2c,F,c—c,@,x2 = UV 


’ ’ 





mit @,= und integrirt über Co’, so erhält man 


Tr, < Da—1 . y 5 a wol 0 EZ y ü er — y e pP on 
( = (C,- F\ 0,@,.d --C= (r v;G,,0; [= (vr 0,6 ©; 0. 


FR 
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Setzt man also 





Zc,F:'vo+c657'o,=h, wd Zc,6,0,=h,; 
so ist 
» x/ Y As ‚X- 1 “ 
C Er h;, G „0,4 h;. pr ©) 
und 
„= " . v“e—] L < hi. A 
Zc,F,2e=2 h,@ vF,:=2 —— 
(x — v;) 


Da aber nach den Funclionen @,x. @,x,... eine Function nur auf eine 


einzige Weise entwickelt werden kann, so folgt aus 


j } 2, > f v V Y 
ut, (1 Ay - bi _ 2 _ / >> 'h;, - F 5 ©; (1, L 
X u I: 
die Gleichung 
R —/ y- l 
C, 3 TEE md > 
Setzt man also 
Y a) ‘ Y y 2 R Y —] Y T; / 
S;. =@,vuF,z md SS, =26G7”oF,2-Fo@G,g, 


so bilden diese Reihen ein vollständiges System von einander unabhängiger 
Nullentwicklungen und zwar ein Fundamentalsystem. Zugleich ergiebt sich, 
dass Co durch einen der Punkte @ hindurchgehen, und Co,. wenn nicht e,. €»... 


sämmtlich verschwinden. der Minimalbereich sein muss. 


Berlin. im October 1570. 
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Ueber die pendelnde Bewegung emer Kugel unter 
dem Einflusse der inneren Reibung des umgebenden 
WHedıums. 


(Von Ilerrn Oskar Emil Heyer In "reslau. ) 


B esse“) und noch vor ihm Dabuat””) haben darauf aufmerksam se- 
macht und durch angestellte Versuche bewiesen. dass es zur Reduelion einer 
in der Luft beobachteten Schwinsuneszeii emes Pendels auf den Iuftleeren 


\ 
| 


Raum nicht eenüet. den scheinbaren Gewichisverlust. den das Pendel in der 


Luft erleidet. in Rechnung zu ziehen. Ausser dieser. der sorenannlen acroslali- 
schen Correetion. welche zuerst Bonguer angewandt hal “””), ist noch eine 
zweite, die aörodynamische Correction. anzubringen. Dieselbe bezieht sich auf 
die scheinbare Vermehrung. welche das Trärheilsmoment eines Pendels durch 
die Trägheit der mit in Bewegung geselzlen Luft erleidet. Zur vollständigen 
Reduction auf den luftleeren Raum hal man also das Quadrat der beobachteten 


Schwineunesdauer mit dem Factor 


zu mulliplieiren, in welchem NM die Masse des Pendels, I’ die der verdrängten 
luft. # eine von der Form des Pendels abhäneiee Zahl bedeutet. 

Während Dessel sich darauf beschränkte. den Werth dieser Zahl 4 
experimentell festzustellen. suchte Poisson --) ihn auf Iheorelischem Wege zu 
bestimmen. Er fand durch Inteeration der Differentialeleichungen. von welchen 


die Bewegung llüssieer Körper abhängt. den numerischen Werth 


*) Astron. Nachr. Bd. 6. Nr. 128. 1827. Unters. über d. Länge des einfachen 
Secundenpendels. Abh. d. Berl. Akad. v. 1826. Berlin 1829 8.32. 

FR Principes d’hydraulique. 3'"* partie, section 2, chap. 1. 2te Aufl. 1786; 
Ste Aufl. 1816. 

Er Bougquer et Condamine, la fieure de la terre. Paris 1749, 5 ScecT, Nr. RE 
pag. 539— 340. 


7) Me&m. de V’Acad. des se. Tome 11. 1832, p. 521. 











32 Meyer, Ueber die pendelnde Bewegung einer Kugel. 


für den Fall einer pendelnden Kugel. während Bessels Messungen für eine 
Kugel von 2 Zoll Durchmesser 

k = 0,95 
ergaben *). Die Ursache dieser beträchtlichen Differenz zwischen der Rechnung 
und der Erfahrung hat Stokes **) klar gelegt, indem er zeigte, dass die von 
Poisson berechnete Zahl durch Vernachlässigung der inneren Reibung der 
Luft zu klein auseefallen ist. Berücksichliet man diese Reibung. so erhält 


die Besselscehe Zahl den theorelischen Werth 


4 
; er „aus, 
’ SE - 
2. iva 
worin 

’ 0 

v 6 ‚jr 

anl 


ist, und a den Radius der Pendelkugel. o die Dichligkeit der Luft. » den Co- 
efficienten ihrer inneren Reibung, endlich T die Dauer einer Schwingung be- 
deulet. Selzt man in die Formel die durch andre Beobachtungen bekannten 
Werthe ein, so ergiebt sich eine befriedigende Uebereinstiimmung derselben 
mit dem von Dessel gefundenen Werthe. 

Die von Stokes entwickelte Theorie des Experimenles ist weit genug 
durchgeführt. um dem praktischen Bedürfniss einer Vergleichunge mit der Er- 
fahrung nach mehr als einer Richtung hin zu genügen. Indess ist die elegant 
und geschickt angelegte Rechnung nicht bis zu dem Punkte vollendet, dass 
sie in malhematischer Hinsicht allseitig befriedigte. Besonders kann man 
zweifeln, ob die entwickelten Formein wirklich die einzig mögliche Auflösung 
des Problems enthalten, und dies um so mehr, als sie nicht die vollständige 
Auflösung bilden. Die Berechtigung eines solchen Zweifels leuchtet ein, wenn 
man erwäoet. dass ein aus verschiedenen Theilen zusammengeselzies Pendel 
verschieden rascher Schwingungen fähig ist, je nach der Art der Erregune. 
Es könnte also möglich scheinen, dass das aus der Kugel und der mitschwin- 
voenden Luft zusammengeselzte System ebenso in verschieden rascher Folge 
der Oscillationen schwingen könne, wie etwa die Zunge und die Luft in 
einer Zungenpfeife. Wäre das möglich. so wäre Dessels Coeflicient # eine 
mehrdeulige Grösse und die Resultate sorgfälliger Pendelmessungen von zweilel- 
haftem Werthe. 


*) Unters. ü. d. Länge d. einf. Sec.-pendels. Abh. d. Berl. Akad. 1826. 5. 54. — 


Versuche über die Kraft der Erde. Abh. d. Berl. Akad. 1830. 8. 9. 


“") Transactions of the Cambridge philosophical society. Vol.9. part. 2. 1851 p. 8. 
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Dieses Bedenken schien mir wichtig genug, um mich zur Vollendung 
der Stokesschen Theorie und zu dem Versuche zu beweeen. die Schwierie- 
keiten der mühsamen Rechnune zu überwinden. Ich habe in derselben. wie 
auch Stokes gethan hat, die Voraussetzung unendlich kleiner Schwingungen 
eintreten lassen. Ebenfalls habe ich eine andre von Stokes veemachle An- 
nahme beibehalten. nämlich die. dass das die Pendelkusel umeebende Medium 


incompressibel sei. Trotzdem bleibt die Theorie auf Versuche. welehe in 


der Luft angestellt sind. angenäbert anwendbar. weil die Beweeune der Ar! 
ist. dass keine merklichen Verdichtuneen und Verdünnuneen vor und hinter 
der Pendelkugel eintreten, wenigstens wenn das Pendel lanesam senue schwinet. 

Neben der Wichtigkeit des Resultales. dass wirklich nur ein einziger 
Werth der Dauer einer Schwinsune möslich ist. bietet die Reehnune noch 
besondres Interesse durch einige Eirenlhümlichkeiten. Man gelauet zu einer 
linearen parliellen Differentialgleichung vierter Ordnung. von der schon Stokes 
bewiesen 'hat. dass ihre Auflösung aus denen zweier Gleichungen zweiter 
Ordnung zusammengesetzt ist. Dieses Verhalten der Gleichung macht zur Be- 
stimmung der Constanten, mit denen ihre partieularen Lösungen multiplieirt 
sind. ein Verfahren nöthie. welches von dem gebräuchlichen elwas abweicht. 
Diese partieularen Auflösungen hängen von den Wurzeln transcendenter Glei- 
chungen ab, von denen eine die Eigenschaft hat, dass sie neben unendlich 
vielen Wurzeln von reellem Werthe zwei von complex imaginärer Form be- 
sitzt. Es zeigt sich also auch hier dieselbe Erscheinung, welcher ich früher 
bei einer verwandten Aufgabe *) begegnete, weiche auch ©. J. H. Lampe bei 
einem ähnlichen Probleme**) bestätigt fand, und welche endlich auch bei einem 


dritten von Helmholtz behandelten Probleme ***) nachgewiesen werden kann. 


| 


Die Bewegungs-Gleichungen für das Innere einer flüssigen Mas 


ın 


e, 


welche der Reibung unterworfen ist, sind von Navier -), Poisson 7), Stokes +). 


*) Dieses Journal Bd. 59. 1861. S. 229; Bd. 62. 1363. 8. 201. 

*#) Ueber die Bewegung einer Kugel, welche in einer reıbenden Flüssigkeit um 
einen senkrechten Durchmesser als feststehende Axe rotirend schwingt. Programm 
des städtischen Gymnasiums zu Danzig. 1360. 

"#FR) Sitzungsberichte der Wiener Akademie. Band 40. 1860. S. 607. 


7) Me&moires de l’Acad. des sc. de Paris. Tome 6. 1523. p. 359. 


7r) Journal de l’&cole polytechnique. "Tome 13; cahier 20. 1831. p. 139. 


' 


jr) Cambridge pbilosophical transactions. Vol. 8. 1849. p. 287. 
Journal für Mathematik Bd. LXXIII. Heft 1. ) 
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Cauchy *), Barre de St. Venant **) und Stefan *** 


) aufgestellt worden. 


Die Gleichungen, welche für luftförmige Medien eine — vielleicht nur schein- 
bare j;) — Abweichung zeigen, ergeben sich für incompressible Körper, also 


für tropfbare Flüssigkeiten und weiche Massen aus allen Herleitungen überein- 


stimmend: 


z du I, du, du du) dv Y 
Frl Te > dy? ar =; Ber el Zn 
dv (dv, dv, dv dv z 
ep = Ns rot - re, 
dt dx dy dz day  ° 
(1.) dıw dw, dw, d’w) Be 
0 — = MsıTtrstrtrrn -—tr02, 
mn de dy' dz‘ _ a, 
0 naar du Eu do ih dw . 


de ' dy' d 


In diesen Gleichungen bezeichnen «, e, w die 3 Componenten der Geschwin- 
digkeit eines Flüssigkeilstheilchens, zerlegt nach den Richtungen der drei 
rechtwinkligen Coordinaten x, y, z, ferner £ die Zeit, p den Druck in der 
Flüssigkeit, X, Y, Z die von aussen auf die Flüssigkeit einwirkenden Kräfte, 
o ihre Dichtigkeit und 7 ihren Reibungscoelficienten. 

Ueber die Lage des Coordinatensvstems setze ich fest, dass sein An- 
fangspunkt zusammenlalle mit der Ruhelage des Mittelpunkts der pendelnden 
Kugel; ferner sei die Richtung der Coordinate x und der Geschwindigkeit « 
dieselbe wie diejenige der Bewegung der Kugel. Von dieser letzteren setze 
ich, wie bereits in der Einleitung erwähnt worden ist, voraus, dass die Schwin- 
sungen der Kugel unendlich klein seien; dann darf ich den Bogen, auf dem 
ihr Mittelpunkt sich bewegt, als eine gerade Linie ansehen. 

Durch diese Annahme unendlich kleiner Bewegungen der Kugel wird 
von selbst die andere gerechtfertigt, dass auch die durch die Schwingungen 
der Kugel erregten Bewegungen der Flüssigkeit unendlich klein seien. Ich 
habe also die Glieder, welche in Bezug auf die Geschwindigkeits-Componenten 





*) Exercices de math@matiques. 3'”"° Annde. 1828. p. 183. Cauchy behauptet 
die Gültigkeit seiner Gleichungen freilich nur für unelastische feste Körper, also für 
weiche Massen. Doch da eine weiche Masse und eine zähe Flüssigkeit nur quantitativ 
sich unterscheiden, so gelten die Gleichungen auch für zähe, d.h. für reibende 
Flüssigkeiten. 

**) Comptes rendus. T.17. 1843. p. 1240. 

*##) Wiener Sitzungsberichte. 46. Bd. 1862. Abth. 2. S. 8. 

7) Vergl. Stokes. Cambr. Tr. V. 8. p. 313. 18. 
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zweiter Ordnung sind, fortzulassen:; unter 


du ou N DE. ou 
_—= —- +U4-— +40 —+ 0 — 
dt ol Ge" oy 02 
i a ic i ' vr. ou 
ist also der partielle Differentialquotient nach der Zeit ; zu verstehen, 
2 
de a dıw 
ebenso — — un _ 
dt dt 


Statt der rechtwinkligen Coordinaten führe ich in jeder zur Richtung 
der Bewegung der Kugel, also zur Richtung der x senkrechten Ebene. Po- 


larcoordinaten ein; ich setze also 


y=@c0sy = @Singy. 
Ferner führe ich ein 
v—= 4C0SsY — BOSINY vw =—= gsInp-+@0C0sg 
und 
Y=Deospy—Ssiny Z=Dsinp+Scosy, 


so dass also q die nach der Richtung des Radiusveclor ® gerichtete Componente 
der Geschwindigkeit, o die Winkelgeschwindigkeit der Drehung um die Axe 
der x. endlich O und S die entsprechenden Componenten der Kräfte bedeuten. 


So erhalte ich statt der obigen Dilferentialgleichungen 


du (d’u # /. Ka dv Y 
Ba N - L ——.I10 e ) ie Me A a A 
IN d Kde ' adao do /) de '°° 
dq \d’qg, d % D\) dv . om 
0 —— N + — N — -+08D, 
> Ir dt ‚tdx’ da oda /) do 
do (do, d dla’o)N) 1 ds = 
Du— =; er > Ei. Denen nun - 0, 
”" de ada\ oda )) o dg ‘Do 
| o— red. 


i 


dx oda 


wobei vorausgeselzi worden ist, dass die Bewegung von dem Winkel y un- 
abhängig sei. Ferner sind die Grössen zweiter Ordnung fortgelassen worden. 

Die Gleichungen (2.) stimmen bis auf geringfügige Abänderung der 
Bezeichnungen und bis aul die fortgelassenen Glieder mit den auf S. 241 
meiner ersten Abhandlung im 59. Bande dieses Journals aufgestellten Glei- 
chungen überein. Die dritte der Gleichungen bestimmt die Winkelgeschwin- 
digkeit o unabhängig von den Componenten x und q, und diese sind ihrer- 
seits von o unabhängig. Jene frühere Abhandlung und ebenso die Abhandlung 
Lampes benutzten diesen Unistand, die Grösse 6 für sich allein zu bestimmen; 


und zwar bezog sich meine Untersuchung auf die oscillirende Drehung einer 


Scheibe, die von Lampe auf diejenige einer Kugel. 
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In der gegenwärtigen Untersuchung kann ich von der Grösse o ab- 
sehen, da eine Pendelkugel keine Oseillationen um eine mit der Richtung 
ihrer Schwingungen zusammenlallende horizontale Axe ausführt. Es bleiben 
also nur die erste, zweite und vierte der Gleichungen (2.) zu inlegriren. Die 
Lösungen, die wir erhalten werden, bilden also mit den von Lampe bereils 
aufgestellten Formeln das vollständige Integral der Gleichungen (2.). 

Ehe ich an die Integration der Gleichungen gehe. ist der Werth der 
äusseren Kräfte einzuführen. Von diesen ist nur die Schwerkraft zu berück- 
sichligen, so dass, wenn z die verticale Coordinate und g die beschleunigende 
Kraft der Schwere bezeichnet, 

A=0 ’=®# 4 =—g, 
also 
A = — gsing 
zu selzen bleibt. Substituire ich also für den Druck p die Hüllsfunction p 
durch die Gleichung 
8.)  Pp= p-ogösing, 


so werden die drei Gleichungen (2.) 


du (du d 3 5 dp 
| $ E ug L de " odo (® do )- de ’ 
AN })‚.dg _,j$dg, d ( d(ag) )) dp 
4.) K er L de’ ' do .- do’ 
| 0- du _d (ag). 


dr do 
Aus der letzten dieser Gleichungen folgt 


- I dw i 1 dw 
“ o do Bor 


Eliminire ich dann p aus den ersten beiden Gleichungen (4.) und setze 
g 
d.h. gleich der von Stokes mit dem Namen Reibungsindex belegten Constanten, 
so ergiebt sich zur Bestimmung von w die Differentialgleichung vierter Ordnung 


a 1 dur \ 
(T.) 0 — Ay) 


wenn durch das Zeichen .f/ die durch die Formel 


erläuterte Operation angedeutet wird. 
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Um die Gleichung (7.) zu integriren,„, suche ich zunächst der 
Gleichung 
de. 
zu genügen. Setze ich dann 
I dw 
= Jv— — — 
L | y d 
und integrire diese Gleichung, so habe ich damit das Integral der Gleichung 
(7.). Dieser letzten ist zu genügen, wenn man 


selzi, wo 


die Gleichung 
9) 0 — Aw, 
erfüllt, während w, der Gleichung 


10.) 0 = IAw,- Li dıy, 
ze AT 


genügt. Die Gleichung (7.) hat also die auch von Stokes hervorgehobene 
Eigenschaft, dass die Auflösung dieser Gleichung vierter Ordnung sich aus 
denen zweier Gleichungen zweiter Ordnung zusammensetzt. 

Diese interessante Eigenschaft ist nicht ohne physikalische Bedeutung. 


Bildet man nämlich die Grösse 


du dq 
da de’ 


welche bekanntlich die doppelte Rotationsgeschwindigkeit eines Theilchens an 
der Stelle (2,®) um eine zur x- und zur ®-Richtung senkrechte Axe *) 
darstellt. so wird diese Grösse nach den Gleichungen (5.) 


du dq I ydw, d’w I dw) 1 ’ 
iin. ri. ne — i— — — 7 Au, 
da dx o Id da 9 do © 


Die Function , definirt also denjenigen Theil der Bewegung, welcher ohne 
Rotation staltlindet, für den also nach Helmholtz ein Geschwindigkeitspotential 


existirt. Dieser Theil der Bewegung findet — von den weiter unten aufge- 
stellten Grenzbedingungen abgesehen — unabhängig von der Reibung statt 


und würde auch ohne dieselbe stattfinden; denn ist 


0o- "_4 


do dx 





*) Helmholtz. Dieses Journal Bd. 55. 8. 31. 
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und 
du d(ag) 
se dx oda ° 
so folgt 
Pau d du 
dx’ do " da /' 
lg d dg 
dı’ ' do (® da /’ 
also sind nach den Gleichungen (4.) die Beschleunigungen 
du dp dq dp 
ER  H 


unabhängig von dem Werthe der Reibungsconstante >). 

Dagegen bestimmt der zweite Theil , eine mit Rotation der Theilchen 
verknüpfte Bewegung, welche nicht allein von dem Werthe der Reibung ab- 
hängt, sondern welche sogar gar nicht als eine von der ersten, durch w, 
charakterisirten unterschiedene Bewegung auftreten würde, wenn 7 = 0 wäre. 
Die Rotation der Flüssigkeitstheilchen entsteht also erst durch die Reibung, 
und umgekehrt findet ohne Reibung keine Rotation statt. *) 

Um nun die Gleichung (7.) in geschickterer Form zu integriren, führe 
ich mit Stokes durch die Gleichungen 

11.) z=rcosd, G=rsind 

die beiden neuen Variabeln r und 9 ein. von denen die erstere die Entfer- 
nung von der Ruhelage des Kugelmittelpunktes bedeutet, während die letztere, 
3, den Winkel bezeichnet, den die Linie r mit der Richtung der Schwingungen 
einschliesst. Durch diese Substitution erhalte ich 


46 dw, smd d 1 dw 
er) erar uuh 


Indem ich nun den Gleichunsen (9.) und (10.) durch Auflösungen von 
= ul, } > 
der üblichen Form genüge, erhalte ich 
v = WıTtWY 


(13.) | un == =(B I, + CZ,) Ref: yı 


2 
/’y ı ZE A ri 
„ = Z(B9+EZ)NeE 7’. 

Hierin sind ©, und Z, die beiden Auflösungen der Differentialgleichung 


44, d ER... u () 
Re d$\sin$® d#/ u ae sın$ ? 


*, Vergl. Stefan. Wiener Sitzungsberichte. Bd. 46. 8. 22 


Diez 


Z, = 0089 — 
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welche die Werthe 





p’ n(nH) > n(n+2)(n+1)(n-1) n(n+2)(n+S)(n+1)(n-I)(n-3 kn, 
c 1— ——— 008°d+ —— I. — cos! I>— ——- I I I I — 00 I + 
1.2 1.2.3.4 1.2.3.4.5.6 | 
n+1) nr . (n+) (n+3)n(n-2) 


-C0o I + _—-- cos’4+— 
“.0) ‚4 N 





3.3 


besitzen. Ferner genügt A der Gleichung 


N "R R 
16) > = sa +1) 
16.) Fr »(n+1 m 
und hat die Bedeutung 
-. Bere 
1:9 R Rz € 
Aehnlich erfüllt R die Differentialgleichung 
2. NR Bun Bm 
(18.) 0 A n(n-+1 ud — NR, 
\ / dr r 
und es ist 
N un P,.(r) f—1 0), r). 


(19. pP fu\ nl nr 3/42 arg Is ) . nl x —rsf ar 72\n . 
ee) P(r)=ı / e” (A’—s°)" ds, Bie)=ı e""(s’—A”)" ds. 
a ee 
Die sonst noch vorkommenden Buchstaben 5, €, B, 6, f, /, », n, A und 4, 
bezeichnen constante Grössen, welche vorläufig unbestimmt sind. 
Aus dem so bestimmten Werthe der Function vw erhält man die Ge- 


schwindigkeiten # und q durch die Gleichungen (5.) oder 


| (co dw . J dw ) 
U = —— — + sind - 
| 6% rsna { r dd dr) 
20. 
le 1 (\sin® dw RE dv \ 
ee Feen | 
I rsna { r d# dr ) 
Setzt man diese Werthe in die Gleichungen (4.) ein, so werden 
dieselben 
dp 0 d’ıy dp o dw, 
dr rsn® d$dt? d$ sind drdt 
so dass also aus der Gleichung 
o (dw I dw } 
(21.) dp — a 1 d4 — — —c— dr 
\ ö I sin® Udrdt r? d$dte N 


p und damit der Druck » durch eine Quadraltur gefunden werden kann. 


2. 


Die Function ı hat Grenzbedingungen zu genügen, welche, unabhängig 


> 


von der Grösse der verflossenen Zeit f, für gewisse Werthe von 9 und r 
erfüllt werden müssen. 
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Da die Geschwindigkeiten » und y überhaupt nicht unendlich gross 
sein können, so darf dies auch nicht an Punkten auf der Axe geschehen; es 
dürfen also die Formeln (20.) für 9-0 und 9=x nicht den Werth ® geben, 
d.h. es muss für 9-0 und $=n, für jeden möglichen Werth von r und 


! sowohl 


dıy dıy 
75 0 als auch z >® 


sein. Die erstere Bedingung wird durch die Natur der Functionen ® und Z 
von selbst erfüllt. Es bleiben also für cos —1 die Bedingungen 
0=B0,+CZ,, 0=80,+€Z, 
zu erfüllen oder 
=B9, Vai, BB, 0-6. 


Also ist nölhig, dass einerseits entweder 











a nn +1), nn -+-2)(n-+I)n—1) 
0 = 1-—- oe 4 zu 6 a — —.. nd Ü=0 
oder 
(n-+1)n (n+ N) (an -+3)n(n — 2) 
Be EEE 2 EEE En 
A: = Ms 2.3.4.5 nd B=V 
sei. und andrerseils 
n(ıa--1) n(n +2) (n+I)(n--1) I 
0 = 1- — + - — -— —_ und E=0 
2 53.8 C 
oder 
(n+Nn , mM+Dam+II) nn —2) 
0 == l nn he nn nn un 2 0 4 und % = 0. 
5 2.3.4.5 


Man sieht hieraus, dass n mit » identisch ist. Ihre Werthe sind ganze Zahlen. 


Denn es sind die aufgestellten Reihen gleich den unendlichen Producten 








f ( | j ZN AN/S 
0 zIRLDARZIRHHR—I)R+H:.. 
59 Be DE 32.75 DORr z 
(n— 2) (n+3)(n—4)(n+5)(n—6)(n-+7)... 
| 2:9: 8.3.6, 97. 


Es ist also entweder n=n gleich einer positiven ungeraden oder einer ne- 
galiven geraden ganzen Zahl, wo dann 

C=-0 und E=0 
ist; oder es ist ann gleich einer geraden positiven oder negativen ungeraden 
ganzen Zahl (0 und —1 ausgenommen), wobei 

B=0 und B=0 
zu selzen ist. Nach Gleichung (14.) ist nun aber ©, mit O_,_, und Z, mit 
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Z_.., identisch. Es ist also nur nöthig, die positiven ganzzahliven Werthe 
von » zu berücksichtigen und für ungerade » 

c=V und E=0, 
für gerade n 

Bb=0 und B=0 
zu selzen. 

Als wichtiger Vortheil ergiebt sich aus diesem Resultat, dass die Reihen 

(15.) geschlossene Ausdrücke und 9 und Z zu ganzen rationalen aleebraischen 
Functionen von cos werden. Es empfiehlt sich jetzt, die Reihen (15.) etwas zu 


transformiren und die Functionen fortan durch folgende Gleichungen darzustellen : 


p w MW: % % ni I BıNF ‘) / 
| en : (n—I)(n-+2) a. (n—1)(n-+2)(n—s5)(n-4 a ) 
0, = sin’ 3 1 — ——— — 008’ I+ a I 00, 
(32° \ 1.2 Er. 1:32,90 ä 
\ .) \ i >) f ı 2 \ 
‚ . 7 \ 7, a N aD 2) r ! 
IZ, = 6089 sin 4 ,1— — ar cosd+ 


Nicht weniger vereinfachen sich für ganzzahlige » die Functionen P,(r 
und Q,(r) in den Gleichungen (19.). Von denselben gelten folgende Lehr- 


sätze, welche sich leicht durch theilweise Integration herleiten lassen: 


ehr | en P.{r | RP 
0 = P,ı(r)+2(a+1)(2a+1) — —4An(n+1)# P,-ı(r), 
\ > )» 
23.) 
e £ e" ‘ f ı \/9 | Q, # f ) X er 
() (0), 11 Tr) —— u. N 1 zn ] | - . An NT | / O),_ j FF » 
h \ J r \ \ 4 
Ebenso lässt sich beweisen, dass ihre Dilferentialquotienten durch die Gleichungen 
rP,(r' —nP,(r)+RnWrP,(r 
—= (n+1)P,(r)+ RP, {#), 
%& ; “N I . 
j O,(r) = —nQ,(r)--2nXrQ,_\(r 
\ - N | ) CR N} ’ ae { „1,7 
_. 2(n+1)" 


gegeben sind. Die Gleichungen (23.) erlauben eine einfache Berechnung der 


Funelionen aus den Werthen 


Eee 6 ü 2 
P,(r) un nf e ds = e" — oe” ; 


—l. 
ı% f 
Fenze \ | "a 
zu. \ - 
\ ) \ p a \ /@ 1) RR r IN; 1 N in (i =) „rt 
| P3 = fr \ —$ , $ - . ugs I — a & z n 
ı\?) Fr \ } { ds I\ r ( ı r \ 
-)h 
I 1 
2 u amı\ _.rc n 
O,(r) = ef (—-A)e"'ds=R (ip) ia 
E .# \ J ı r 


, 
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Man findet, wenn 
ee = Bl, 





(26.) | gesetzt wird, 
> - Zu B 4 \n Fi y ei \) 
x I ” (r) "Pr (-1) 12 (7, —ı) AR J, ıT, k)\ ’ 
und hierin ist 
> SER r a (n+1) Ari (n-N)n(n+l)(n+2) n—? 
27.) 0,6, 1) =2.4...(2n)e tr fe +2 St BRD _..). 


Diese Reihe ist ebenfalls eine endliche. 


3. 


Zweitens hat die Function % Bedingungen für gewisse Werthe von r 
zu erfüllen. Solchen Bedingungen ist sowohl an der Oberfläche der Kugel, 
als auch an der sphärisch gedachten Umhüllung des Mediums zu genügen. Die 
Oberfläche der Kugel schwankt hin und her. Es ist indess angenommen 
worden, dass die Bewegungen der Kugel unendlich klein seien. Ich vernach- 
lässige also nur unendlich kleine Grössen zweiter Ordnung in den Ausdrücken 
für die Geschwindigkeiten, wenn ich diese Bedingungen als für die Oberfläche 
der festen Kugel gültig annehme, mit welcher die bewegte in ihrer Gleichge- 
wichtslage zusammenfällt. 

Mit dieser sei die äussere Umhüllungskugel concentrisch; ihr Radius 
sei b, der der Pendelkugel «a. Dann sind Bedingungen für r=a und für 
r—b aufzustellen. 

Ich nehme an, dass die Flüssigkeit an beiden Oberflächen fest hafte 
ohne zu gleiten. Dann habe ich für r=.«a die Geschwindigkeit der Flüssig- 
keit gleich der der Kugel, für r—=b dieselbe =O zu setzen. Bezeichne ich 
die Geschwindigkeit der Kugel durch U, so habe ich 

für r=a, u=U, q=d, 
fer r=b, Rn q=0 


zu machen oder nach den Gleichungen (20.) 


fürr=a und fr r=b 
] ei hy 
er == @ Usin’ 7, he = - ? 
dr dr j 
(® _ a’UsinFcosd ... 
d# dd | 


Diesen Bedingungen ist für jeden Werth von 9% zwischen O0 und n und für 
jeden posiliven Werth von ? zu genügen. 
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« 


Man sieht leicht, dass diesen vier Gleichungen weder durch die zwei 
in jedem Gliede von ,, enthaltenen Constanten, B und f für ungerade, © und 
f für gerade », noch durch die drei in jedem Gliede von v, enthaltenen, 8, 
f und A, respective G, f und 4 genügt werden kann. Es ergiebt sich also, dass 

ei 
angenommen werden muss; es wird dann möglich, durch 4 der 5 Constanten 
B, B, f, f, * für ungerade x, dagegen C, G, f, f, 4 für gerade » den obigen 
4 Bedingungen zu genügen. 

Zugleich ergiebt sich eine nothwendige Folgerung für die Form der 
Function U, der Geschwindigkeit der Kugel. Da nämlich w, als Function 
von £ betrachtet, aus einer Reihe von Exponentialgrössen mit dem Exponenten 
7°y°t besteht, so muss nach den obigen Bedingungen dasselbe für U der Fall 
sein. Man hat also 

28.) U= Det, 
und hieraus ergiebt sich für die augenblickliche Ablenkung & der Kugel aus 


der Gleichgewichtslage 
(29. S be 


ne 


weil 5 und U durch die Gleichung 


de 


dt 
unter einander verbunden sind. 

Nunmehr ist es leicht, den 4 Bedingungen zu genügen. Beachtet man 
nämlich, dass dieselben für alle Werthe von 9 zwischen O und x gelten, 
sowie dass nach Gleichung (22. 

er, 
so findet man, dass sich folgende Gleichungen als nolhwendig ergeben. Es 


ist für » = 


Yr Br . u 
DB = B(2fa—)+8(P, a)+(f—-1)0,(a)), 
1 . Er u 
Tyj go B(fa +—)+B(P,(a)+(f -1)0,(a)), 
wen z a)r\ )Yıla, 
(30.) 
0 = B(2fb- 5)+8(P, (b)+(f-1)01(b)), 
Bei EN Ti a A is 
\ 0 - b\fb _ )+8 (P, (b) mr (f— 1 ) V, (b)), 


6* 
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für ungerade » grösser als 1 fürr=a und r=b 


\0 = B(a+1)f"—H)+ (Pi) +10, (n)), 
81.) 4 | 
[0 = Blfr' Armeen 


für gerade » fürr=a undr=b 
Cal)" H)+ EP, (r)+(f-1)0,(r)), 
‚ = C((fr* 4a C(P,(r)+(f-1) 0, (r)). 


Die Gleichungen (30.) bestimmen für »—=1 Bb, f, B, f durch D; d.h. 
sie bestimmen die Bewegung des Mediums durch die der Kugel. Man erhält, 
falls D nicht =0O ist, unter Rücksicht auf die in (24.) enthaltenen Werthe: 


(32.) 


BN = -1abD ia Re! 9, P, et, 
99.) '[BN = 484D ei ne _6D|, 
Ga BN = —}3abDia ce“ — Pe”), 
| fBN = 3abD!N.E — we, 
worin zur Abkürzung 
(“ 3-+3a+4a, = 3+3b+40, 
(34.) 0, 3 —sla-+Na, I = 3-3b+Kh,, 
In 2. Kan, — bp) ee’ ELE — 124ab} 


gesetzt worden ist. In dem vorläufig noch als möglich erscheinenden Falle, 
dass die Constante D =0 wäre, würde man eine Auflösung der Gleichungen 


30.) erhalten, welche mit der der Gleichungen (31.) für » = 1 zusammen- 


nn, 


fiele. Indess ist diese Auflösung nicht im Stande, den im folgenden Abschnitt 
aufgestellten Bedingungen, insbesondere der Gleichung (42.), zu genügen. 

Dagegen bestimmen die Gleichungen (31.) und (32.) von jenen 4 Con- 
stanten f, f und B, B, respective ©, E nur 3. Es ergiebt sich aber eine 
Gleichung zur Bestimmung der Werthe von 4. Da die Gleichungen keine der 
mit DD bezeichneten Constanlen enthalten, so sieht man, dass sie zur Berech- 
nung derjenigen Art von Bewegungen dienen, welche die Flüssigkeit ausführt, 
ohne dass die Kugel daran Antheil nähme. 

Die Gleichungen sind durch einen Lehrsatz, welchen ich zuvor be- 
weisen werde, leicht aufzulösen. Aus den Differentialgleichungen, denen die 
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Functionen P und O nach Gleichung (18.) genügen, 








d’P.,(r) n(n-+1) < 
ie ° Ger" 2 ei 2) 
dO0,Fr) nn-+N) an er | 
0 — u u un 0), r)—K 0, r). 
‚> ). 
folgt die Gleichung 
= ne 
ar . Fr dr 
welche durch Integration liefert, dass 
O,(r) dP,(r) Pr dQ,.(r) 
| Y) mie — P 1 mn Fe U ME 
es dr nr dr 


einen von r unabhängigen Werth besitzt. 
Durch dieses Theorem findet man aus den ersten der Gleichungen 


(31.) oder (32.), also sowohl für gerade als für ungerade »: 


/ f An(n+1)22 tr Pt) — rt P_ la 
= — An(n+1)4 — — — a — j 
\ J b" } IP, ' ı(b) S a” ni pP. 14 d 


(35.) ‘ oder auch 


| at le) 0b 
|  f= —AnH1)2 ld 5 Qui 
\ F a”? O.r1(a) -b" u 1 b 


Desgleichen ergiebt sich aus den zweiten dieser Gleichungen durch einfache 


Elimination, ebenfalls für gerade und ungerade », 


, b"H1P,11(b — a”t!P,11(a) 
TE FAQ, Ha) HQ,,. 
(36.) ‚sowie 
| 1_ — Paul) — ar" P,-ı(la 
1 Id 


Hieraus folgt die Gleichung 


ER b" P„_ı(b)— a” P,-ı (a) a” Q,-ı(a) — b” Qu-ı(b 
I) ana.) — iQ, 
welche als einzige unbekannte Grösse 4 enthält; sie bestimmt also die Werthe 
dieser Grösse und zwar sowohl für gerade, als für ungerade Werthe von n, 
welche grösser als 1 sind. 

Endlich erhält man aus den Gleichungen (31.) noch für ungerade x 
‚98,1 | 2 (n+1) (2n+1)(a""Q,,,(a)—b""Q,,1(b)) B 


= - a bh" | (Q ri a) _ +1 b) Ku Q, +1 (b, P, Hi a )B 


vn 


und für gerade » aus (32.) 
| 2 (n+1) (2n+1) (at! Q,.1(a) —b"'Q,,,(b))C 
(=a!b"t!(Q,.(a)P,..1(bÖ)— Q,.1(b)P,.ı(a))E. 


(39.) 
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Es bleibt also noch je eine der Constanten, etwa DB für ungerade und G für 
serade » unbestimmt. 


4. 


Ich habe noch die Differentialgleichung aufzustellen, welche die perio- 
dische Bewegung der Kugel bestimmt. 

Stokes hat für den Ausdruck der von der Flüssigkeit auf die Kugel 
ausgeüblen Druckkräfte eine Formel gegeben, welche ich in elwas andrer 
Weise herleiten will. 

Nach den Prineipien der allgemeinen Theorie, auf der die Gleichungen 
(1.) beruhen, liefern die Formeln 


, a. du Ei /de dw 
= 9; =4=-lgt+tW) 
” dv a ee A 
Y, =>, Z=X.= (+): 


die nach den Coordinatenrichtungen zerlegten Componenten der Druckkräfte, 
welche im Innern der Flüssigkeit im Sinne der positiven Richtungen der Co- 
ordinaten auf Flächen ausgeübt werden, welche zu den Coordinaten senkrecht 
gelegen sind. 

Aus den 3 X-Componenten erhalte ich nach einem bekannten Theorem 
Cauchys die Componente, welche nach derselben Richtung, also horizontal 
auf eine gegen den Radiusvector r senkrecht gelegene Fläche ausgeübt wird, 

A, = X,0c0593+ A, sind cosp+-Ä, sin Ising 


Idu , du 


= Pcos’—r ar tz 608 + . sin 9 

Wende ich diese Formel auf die Oberfläche der Kugei an, so erhalte ich 
eine Kraft, welche dem auf dieselbe ausgeübten Druck gleich, aber entgegen- 
gesetzt gerichtet ist. Ich setze die Werthe von « und q aus den Formeln 
(20.) ein, benutze die Differentialgleichungen (9.) und (10.). sowie die Be- 
dingung, dass fürr=a g=Ö ist, und erhalte 


a dıy. 
X. = ycs49 RER 
i Bu r dt R 


Die gesammte auf die Kugel ausgeübte horizontale Componente der Druck- 
kräfte ergiebt sich durch Integration über die Kugel. Dieselbe ist, genommen 
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nach der positiven Richtung der «, 


»277 Pr dıy, Y \ , , ’ 
af / (0 a weos 3) sin#dFdg 


und wegen (9.) 


. lv : ’ 
21a (0 Zr — ap cos 9)sin FdF. 


Auf das zweite Glied wende ich den Satz von der partiellen Integration an, 


s dp r ’ " r 
setze den Werth von 5 aus (21.) ein und erhalte die Stokessche Formel 
( 


d nr dy, Ya 
oa — a —- + Bv,) sinYyds. 
AU dt. \ re 2 Pr), ind di 
() 


Ebenso wie diesen Werth der einen horizontalen Componente des auf 
die Kugel wirkenden Drucks kann man die zweite horizontale und die ver- 


ticale Componente bilden. Es ergiebt sich 


E . dg du dq . IN 
Y. = (psin $>—n!—- + — e059+ —2-sind} )cosı 
u 't dr do td u 3 no 
. Pr \dq ,„ du Ss EN. 
Z. = (pysin®—ı EBEN Re sn, sing. 
: '(dr ' do ds 


Bildet man die Summe wie oben, so liefert die erste Formel das Resultat 0. 
die zweite 
— t700°9, 

welche Grösse gleich und entgegengesetzt dem Druck ist, den die Kugel nach 
oben erleidet. 

Es ist jetzt leicht, die Differentialgleichung zu bilden, weiche das Ge- 
setz der Bewegung der Pendelkugel enthält. Auf dieselbe wirkt. wenn M 
ihre Masse ist, die Schwerkraft 

— Mg 
in der Richtung der verlical nach oben gerichteten z-Coordinate. In derselben 
Richtung drückt die Flüssigkeit mit der Kraft 
inoa’g = M'g, 
wo IT die Masse der von der Kugel verdrängten Flüssigkeit bezeichnet. Es 
bleibt also die Kraft 
-(M—NM')g = —ıng. 


Das von dieser verticalen Kraft herrührende Moment beträgt 


— mgS, 
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wenn 5, wie bisher, die augenblickliche Entfernung der Pendelkugel aus der 
Gleichgewichtslage bedeutet. Dazu kommt das Moment der horizontalen 


Druckkraft 
= cf Ang 
noal—— al (a“ E -2y,) sind dF, 


wo / die Länge des Pendels, d. h. die Entfernung des Mittelpunkts der Kugel 
vom Aufhängungspunkte bezeichnet. Fügt man zu diesen beiden Momenten 
das negalive Moment der beschleunigenden Kraft 


_ m“ ——, 
so erhält man die gesuchte a in der Form 


’ s d’E lv 
(40.) 0 = Mr Hm Eu; — 1904 a: (a er} 2a, ) sinId%. 


In diese Formel sind die oben gefundenen Werthe einzusetzen. Da- 
bei bietet sich die Aufgabe, die Integrale 
’n d77 
/ 2 sinIds, fi Z,sin9#d9 


zu berechnen, welche mit den Integralen 
” dy dd 
/ I, — r F zZ, — 
. sind ° sind 


Statt dieser Aufgabe behandle ich die allgemeinere, welche später 
nützlich sein wird, den Werth des Integrals 
dr 
a 


‘ sin’ 


) 


identisch sind. 


finden, wenn ©, und ©, Auflösungen der ara 


dr RN > 
0 N) 
ee 7 A, 
= rare 


bedeuten; es kann also auch Z statt © geschrieben werden. Aus diesen 
Differentialgleichungen folgt 


IT 9,9 d ( dG dI 
J 4 \ 2 \ | \ nt zn Lu Eeen n — (0, n ) 
Vie a Dal 1 2.9327 (0 2 


und durch Integration unter Rücksicht auf die unter (22.) aufgeführten Formen 
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der Functionen 


IF 
(n(n-+1)—n(n-+1 V 9,09, — : © 


also, wenn die positiven Zahlen » und n von einander verschieden sind, so ist 


: ; dı$ 
| 0,0, — = 
S" " sın'$ 0 
und ebenso 
\ { 7 s IF 
CO a SW 
Wr; sıuıF ä 
EL 1$ 
2%. Br 
# , Rsın® v. 


Aus den ersten beiden dieser Theoreme folgt für die zunächst vor- 
liegende Gleichung (40.), dass, wenn man in dieselbe die Werthe der Functio- 
nen , und w, einsetzt, alle Glieder fortfallen mit Ausnahme derer, in welchen 
n=1 ist. Denn es ist 


f® J,snYJdF+ = fr I,0, = 0, 
Br 


0 U) 


f’ Z,sin9d$ = FÜ 2.0: at 0; 
sind 


U () 


/ -O,sind dd Sind d4— %. 


() v) 


Somit erhält man, indem man beachtet, dass die Gleichung (40.) für 


dagegen ist 


jeden Werth von ? zu erfüllen ist, durch Einsetzen aus (13.) und (29.) 


Pr 2 2 | Fra 7)-4 Bo BR) 2 .,2 
(42.) D(MRY + 1ga(ab- —+2BR 25 
unter der Bedingung » = 1. In Folge der Gleichungen (30.), welche sich auch 
dR dt “ " 
B—+38—- =aD [ürr=a =dfürr=ib, 
(43.) dr dr 
BR+BN=4daD - - =U - - 
schreiben lassen, und der identischen Gleichung 
r’ dR 
44.) rR-— — =3 
’ : 2 dr R 


verwandelt sich diese Gleichung in 


rn Pe) E ( 1 a. i 
45.) 0 = Dm(2+2 er) AnoWy:B, 
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und man erhält durch die erste Gleichung (33.) 


i(b—a) __ I(b—-a) 
e, ß; e @, 9, € 


46.) 0 = (#4 I m) 2 an ab —— — 
\ / BE ! (ac, --bß, Jerld—a) | GB - — (ie, Jeib-a) —12Aab 
Diese Gieichung enthält nur noch A als einzige Unbekannte, dient also zur 
Bestimmung der möglichen Werthe dieser Constanten für den Fall » = 1, 


während für »>>1 die Gleichung (37.) an ihre Stelle tritt. 


- 


d. 
Fassen wir jelzt die gewonnenen Resultate zusammen, so haben wir 
in den Formeln (28.) und = 


den vollständigen Ausdruck der Geschwindigkeit U und der Ablenkung & der 
Pendelkugel. wenn die durch N angedeutete Summe sich über alle Werthe 
,, welche der Gleichung (46.) genügen, erstreckt. Ferner sind die Formeln 
(13.) dahin zu verbessern, dass die Function vw und die von ihr abhängenden 
ı, q und p aus einer nicht einfachen, sondern doppelt unendlichen Reihe be- 
. Es nimmt nicht allein die Zahl ». sondern auch der Parameter 2, 
als Wurzel einer transcendenten Gleichung (37.) oder (46.),. unendlich viele 
verschiedene Werthe an. Man kann also ıv schreiben 

| ==) N (BR+BR)e”r'+ Io, N (B R-+-BN) er" 
(47.) ie | 
| +IZ,NCCR+ER) er". 

Die erste Summe N ıst über alle Wurzeln 4 der Gleichung (46.) auszudehnen, 
und es sind die Werthe der zugehörigen Constanten den Gleichungen (33.) 
zu entnehmen; unbestimmt bleibt dann in jedem der Terme nur die Constante 


2 0 ww . 
D. Im zweiten Gliede der Gleichung erstreckt sich die Summe _ über alle 


ungeraden Zahlen », die Summe N über alle Wurzeln 4 der Gleichung (37.); 
die Gleichungen (35.), (36.), (39.) drücken die übrigen Constanten durch je ie 
. . . . “ır “7 ® 7 
derselben, elwa ®, aus. Aehnlich bezeichnet im dritten Gliede — eine Summe 
\ E R EN BR 
nach allen geraden Zahlen n, N nach allen Wurzeln 4 der Gleichung (37.); 
die Gleichungen (35.), (36.),. (39.) bestimmen alle übrigen Constanten bis auf 


je eine, etwa 6. 
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Es bleiben also noch zu bestimmen: 1) für »=1 die Werthe der 
Constanten D; 2) für grössere ungerade Zahlen » die Werthe der 3; 3) für 
gerade » die Werthe der Constanten E. Dies geschieht durch den Anfangs- 
zustand der Bewegung, welcher gegeben sein muss. 

Es sei zu Anfang, also zur Zeit {—0, das Pendel aus seiner Ruhelage 
um die Grösse A abgelenkt gewesen, und es habe zu derselben Zeit die Ge- 
schwindigkeit ce besessen. Ferner muss die Geschwindigkeit der Flüssigkeit 
gegeben sein, d.h. es müssen die Werthe von « und g bekannt sein; die- 
selben sind es. wenn der Werth von vw — bis auf eine aus den folgenden 
Formeln von selbst verschwindende von r und 9 unabhängige Constante — 
gegeben ist; dieser sei gleich der von r und 9 abhängenden Function %. 
Dann ist noch den Bedingungen zu genügen, dass 

(48.) Bei ta sen yTF Ber 


oder dass 


# — 9,N(BR+BR)+ DO, N (BR+4BR)+ NZ, DICR-+ CR) 
sei. 

Zur bequemen Auflösung dieser Gleichungen dienen zunächst die Theoreme 
(41.). Man findet durch dieselben. dass für »—=1 die Constanten D aus 


den drei Gleichungen 


ee va 


4 y 


) Wins + \ an 
| / Psindd® — AN (BR+BN 
\ 


(49.) 


zu bestimmen sind. Dagegen sind für grössere ungerade » die Constanten B 
aus der einzigen Gleichung 


» ] (C { 
50) / "v0, = / "0,0, -$(BR+BR) 


\ "sınd "sını 
0) v0) 


herzuleiten und ähnlich die & für gerade » aus der Gleichung 


(51.) a wz,._ # u = N(CR+ CR). 


'sın F 'sın 
0 0 


Die beiden letzteren Gleichungen enthalten das Resultat, dass die De- 
wegung, welche die Flüssigkeit ohne die Kugel ausführt, nur aus einer an- 
fänglichen Bewegung der Flüssigkeit, nicht durch eine Einwirkung der Kugel 
entstehen kann. Die Auflösung aller dieser Gleichungen (49.) bis (51.) läss 


ATI 
- ri 


‘ 








Br 
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sich durch Theoreme bewerkstelligen, welche sich auf die Functionen R und 
R beziehen. 

Es seien 4 und | zwei Auflösungen derselben Gleichung (37.) oder 
(46.), R,, R,, R,, R, die zugehörigen Functionen. Die beiden R, welche 
sich nur durch den Werth der Constante f unterscheiden, genügen derselben 
Differentialgleichung (16.) 


d’R R 
—. —= »nln+1)-;; 
; dr r 
also ist 
d’R, d’R, 
ar u re 
und durch Integration 
dR; dR, a2 
R, — MT > eonst., 


folglich 
. dR; dR; “. 
(52) [RTE-R; er Ei 


wo die eckigen Parenthesen die gebräuchliche Bedeutung haben. 
Achnlich ist nach (18.) 

Zu ‚n(n-i IR; 

IR . ) Rt; rk 


u + — ui 
‚IT dr’ ° 











1) PR 
ANBECHN Rt, = - a. 


dr’ ’ 
also ist 
d’ .. d’ Rı 


.. . 5 u: m AR, 
(4 —}) N, I = ne N —NR, =. I R, —R, —) 





und durch Integration 


en Pe 9 b p N; IR y b 
(53.) EBD MR — RR 
dr dr Ja 


Ist nun »>1, so gelten die Gleichungen (31.) und (32.) oder kürzer 
0—= BR+BN, V=-CER+HENR, 
0— EB Er 19 ae, po re rg * 


dr 
für r=a und r=b. ER ve man unter Zehen des Theorems (52.) 


(94.) fr N,dr er 0, 


vorausgesetzt, dass I nicht =4 und x» grösser als 1 ist. 
Ganz ebenso ist für n >1 
»h y_ h 
" . Ay dR 
55) 2/ RıRdr= [RER] = 0, 
a 


dr a 





und dieser Satz gilt auch für 1=4. 
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Multiplicirt man also die Gleichung (50.) mit R,dr und integrirt zwischen 
den Grenzen a und b, so verschwinden rechterseits alle Glieder bis auf das 
„ enthaltende. Man findet 


Be F »d 
SS v0, —_dr = Bf 0,0, RRur 
sind 'sın u 
(96.) ‘und ebenso 


w ıD d$ dı$ 
/ nf Pz, dr = Sf ZL.- af RA 


wodurch B und & für jedes » > 1 bestimmt sind. 
Für »=1 dagegen werden die Formeln (54.) und (55.) ungültig. 








Denn es gelten die Grenzbedingungen (43.). Benutzt man diese neben den 
Gleichungen (42.) und (44.), so findet man aus (93.), vorausgesetzt dass | 
und 4 verschiedene Wurzeln der Gleichung (46.) sind, 

BB N, Aa 9 


a 


(97.) {und ebenso 
| 5 | m 
| uf R,Rdr = 3D; D.— yE (1+ u): 
welche letztere Gleichung ren für [=4 gilt. Man hat also für 2=1 und [> 
af R(BRAHBR)dr = DD" (1-- hr) 


Nach diesem Theorem ist es leicht, aus den EN (49.) alle D 
bis auf eins zu eliminiren. Man bildet nämlich und erhält 
” ri ( Ö \ ga ) 49‘ ‚ a/’m ! Ic \ 
9 ” Psin9dIdr +D- 3— Ä -&(=3d R(BR+BN) dr. 


04 (ee 


a 
Das hins IE Hand vorkommende Integral lässt sich aus der Formel (53.), 
welche für [=4 einen unbestimmten Werth & liefert, finden, indem man nach 
I differentiirt und dann [=4 setzt. Man erhält so, indem man noch die mehr- 
fach angewandten Bedingungs- und Hülfsgleichungen benutzt, schliesslich 


Bf R/ ö Fsindd$ dr-+ DD - g4 = — c\ 
(58 \ + 4 04 ty’ 


he br Bi MAG > 
| =3 BY FRR]) “+ 5 3D + D“. 
J 1 soly'% 





Setzt man aus den Gleichungen (33.) die Werthe der verschiedenen Con- 


Sianten ein, so bleibt nach Division durch D eine Gleichung. welche diese 
Grösse eindeutig bestimmt. 








- 
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Damit sind alle Constanten bestimmt, folglich auch die gesuchten Functionen 
v und die von dieser abhängenden a, q, U, S, d. h. die Geschwindigkeiten 
der Flüssigkeit und der Kugel und der Ort der letzteren zur Zeit t. 


6. 

Um den Sinn der für diese Functionen aufgestellten Formeln zu ver- 
stehen, ist vor allen Dingen eine Untersuchung der Natur der Grössen 4 
nöthig, welche durch die Gleichungen (37.) und (46.) bestimmt werden. Es 
handelt sich namentlich darum, ob sie reell, imaginär oder complex sind, da 
hiervon abhängt, ob die Bewegung mit der Zeit periodisch ist oder nicht. 
sowie ob die Grösse derselben ab- oder zunimmt. 

Was zunächst die Gleichung (37.) anbetrifft, so ist leicht einzusehen, 
dass. wenn ihr ein Werth 4 genügt, auch —# sie erfüll. Denn man erhält 
durch Anwendung der Gleichung (26.) 

a" Qu-ıla, — A) — b"Q,-ı(b, a" Ou-ı(a, 4)—b"Q,-ı(b, a) 

ar! IQ, ..1(a, — 4) —b"H!Q,41(b, — 4) ei: a”t!Q,+1(a, > — bet ar wer, b,} 


Ich brauche also im folgenden nur die positiven unter den reellen 4 zu un- 














tersuchen. 
Mit Hülfe der vier Lehrsätze 


77 u; 
/ drr""P,(r) 


Ad 


n 


an (b"P,_,(b)-a”"P,-ı(a)), 


77) 
P; drr"Q,(r) = ?n(a”Q,_,(a)—b"Q,_,(b)). 


dl 


77) 
mNHt ID f en‘ Da en P [ \ POREDE n+1pD { \ 
/ wre) = en 510° P,+.(b)—-a""'P,,1(@)), 


a 


“/ 
i amt] ä u 4] n-1 \ 
J drr""Q,(r) = anne" Q,,1(a)—5b""Q,:1(Ö)). 


a 


welche durch die Differentialgleichungen (16.) und (18.). deren parliculare 
Lösungen die Functionen r””, r"*', P,(r), Q,(r) sind, leicht zu beweisen sind, 
bringe ich die Gleichung (37.) aber 
59. ( (DH! P, (6) —a"*" P,.ı(a)) (a Q,-ı (a)—b"Q,_,(b)) 
| — (b"P,_,(b)-a”"P,_ı(a)) (a'*'Q,,1(a)—b"""Q,,,(b)) 


x ın 
’h 5 4 , 4 > u 
_— Er dr d( "rt P,(r)O,(e). 
5 a a 


auf die Form 
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In dieser Gestalt lässt die Gleichung erkennen, dass ihr kein reelles A genügen 
kann. Denn es kann das Doppel-Integral, da beiden Variabeln gleiche Grenzen 
vorgeschrieben sind, als eine Summe aufgefasst werden, in welcher neben 
jedem Gliede 

TE PNM Ole, 
das entsprechende 

rer — rt P,(e)Q,(r) 
enthalten ist. Die Summe beider ist 

He — rt) (P,(r)Q,(r)—P 


deren Werth aber ist, falls A positiv ist, ebenfalls positiv, weil unter dieser 


‚r)Qer)); 
Bedingung nach den Gleichungen (24.) P mit wachsendem r zunimmt, während 
() abnimmt. Demnach ist auch der Werth des Integrals und der rechten Seite 
der Gleichung (59.) positiv; dieselben können also nicht O sein. Es besitz! 
also die Gleichung (59.) oder (37.) keine positive reelle Wurzel A und über- 
haupt keine reelle. 

Ihr genügt auch kein 4 von complex-imaginärer Form. Würde ein 

, = a+bi vi 


mit der zugehörigen Function 


N, = IY+Wi 
exisliren, so gäbe es auch ein andres 4, das ich 
[ a—bi 
bezeichne und die Funetion 
RR = Y-MWi. 


Setze ich diese Werthe in die Gleichung (54.), so erhalte ich die unmögliche 


Es giebt also kein complex -imaginäres 4, falls » grösser als 1 ist. 
Die möglichen Werthe dieser Grösse A können also nur rein imaginäre 


Gleichung 


Grössen sein. 

Nun ist A der unterscheidende Parameler einer der parlicularen Aul- 
lösungen der Differentialgleichungen, und zwar für » >> 1 einer solchen par- 
ticularen Auflösung, welche die Bewegung bestimmt, welche die Flüssigkeit 
ohne Theilnahme der Pendelkugel ausführt. Die Form einer solchen Auflösung 


ist (vergleiche Gleichung (47.)) 
9,(BR+BNR) ee" 
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oder 

Z{CR+ENR) er”, 
je nachdem z» ungerade oder gerade ist. Da hierin A imaginär ist, so bilden 
diese Glieder Funclionen der Zeit, welche, ohne sich periodisch zu verändern, 
mit wachsender Zeit an Werth abnehmen. Die Flüssigkeit kann also ohne das 
Pendel weder in periodische Schwingungen gerathen, noch auch überhaupg 
ohne dasselbe dauernd in Bewegung bleiben. 

Anders verhält es sich mit der Bewegung, welche die Pendelkugel 
und die Flüssigkeit gemeinsam und nach denselben Gesetzen ausführen. Diese 
Bewegung wird durch particulare Auflösungen angegeben, für welche »=1 
ist, und deren Parameter 4 durch die Gleichung (46.) bestimmt wird. 

Dieser Gleichung genügt ebenfalls kein reelles 4. Sie verwandelt sich 
durch eine leichte Transformation in 


ee Ey 9 5 
(60.) 0 _— m(h y u; 7 5) 2 2 ‚na b rY . 





worin 
BZ „half phrb ib 2 Ab „Aa PR 
3 = we" (Per — Pe) Pe" (me —a,e”*), 
N f — —/b\/@ „4b a f ia Ab\ f} —ib —/a 
8 = (bet ae” )(e” —aze)— (be—ae”) (Are —a,e””“) 
oder nach den Gleichungen (25.) bis (27.) 
Pı(r)+Q(r) = e”, 
Q, ( ) ) — [6 ge 
R ) / IN 2 
P:(r\+0,(r) = 822: RT 
a ES ) \ N i - 5) 
} 3 ’ 
(),(r) ee (21: RR E >) er 
V,(9 o\, ur € 


und wegen der Bedeutung von &,, %, P,. P, (Gleichungen (34.)) 


643 = ab 0: (a)P,(b)—P; (a) 0;(b } s 
sH=abt(b Pxb)-aPxa))(a"'Q,la)-b"Q,(b))-(b"P,(b)-a'P, a))(@Q; a)-b’Q;(b))! 


gesetzt ist. Wenn nun 4 reell und positiv ist, so ist, wie leicht zu erkennen, 
% ebenfalls positiv, desgleichen 8; denn der gefundene Ausdruck stimmt bis 
auf einen constanten Coefficienten mit der in der Gleichung (59.) enthaltenen 
Function, von der nachgewiesen wurde, dass sie bei posilivem 4 ebenfalls 
von positivem Werthe sei, für »=1 überein. Ist A negativ, so wechseln 
sowohl %. als auch & das Vorzeichen. Das in der Gleichung (60.) vor- 
kommende Verhältniss 3: ist demnach für reelle 4 immer positiv, desgleichen 
die ganze rechte Seite der Gleichung. Diese, sowie die mit ihr identische 


Gleichung (46.) besitzt folglich keine reelle Wurzel }. 





7 
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Dagegen können ihr sowohl imaginäre als auch complexe Wurzel- 
werthe genügen. Die ersteren liefern wiederum zu den Ausdrücken der 
gesuchten Functionen eine Reihe von Gliedern, welche, ohne sich periodisch 
zu verändern, mit der Zeit stetig abnehmen. Die leizteren, die complexen 
Werthe von 4, geben Anlass zum Auftreten periodischer Functionen. 

Zuvörderst ist zu bemerken, dass, wenn wirklich complexe Werthe 
exisliren,. deren mindestens 4 vorhanden sein müssen oder in einer durch 4 
‚heilbaren Anzahl. Denn wenn ein A von der Form 


k= a+bi ı —1 


> 


die Gleichung erfüllt. so genügt ihr nicht minder 
yhı = a-bi, 
sowie die beiden mit enigegengesetztem Vorzeichen 
yı=—a—bi und yA=-a+bi. 

Ich bin also berechtigt, unter a und b nicht bloss reelle, sondern auch 
positive Grössen zu verstehen. 

Giebt es nun ein 4 von einer der aufgeführten 4 Formen complexer 
Grössen, so wird sich in den Ausdrücken der gesuchten Functionen ein Glied 
finden, das mit dem Factor 

er”! — (cos2abt+isin 2abt) e >’ 
multiplieirt ist. Ein solches Glied bedeutet. dass regelmässig periodische 
Schwingungen entstehen, deren jede in der Zeit 


T — 


sT 
2ab 
ausgeführt wird: die Grösse dieser Schwingungen nimmt mit der Zeit zu oder 
ab, je nachdem a grösser als b, oder b grösser als a ist. 
Ueber diese Frage giebt das erste der Theoreme (57.) Auskunft. 

Existirt ein complexes 4, für welches 

ıy = a-+bi 
ist. so muss es auch ein anderes geben, das ich | nenne, welches durch 

y = a-bi 
bestimmt ist. Bei dieser Wahl sind in der genannten Gleichung die Producte 
I, BBR,R, und D,D, positive reelle Grössen; es muss also 

v(#+P) = 2(a—b‘) 

eine negative Grösse sein. Somit ergiebt sich, dass die mit der Schwingungsdauer 


T= —- 





2 ab 
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ausgeführten Schwingungen des Pendels und der mitschwingenden Luft nach 
dem (Gesetze einer geometrischen Hheihe abnehmen, deren logarithmisches 


Decrement ist: 
st b° — a” 


=b-A)T=-— 


- ab 








Durch eine ähnliche Benutzung eines andren Integralsatzes kann man 
über die Grösse der Schwingungszeit T ein Urtheil gewinnen. Es ist ver- 
möge der Differentialgleichungen (16.) und (18.) 


1 a Den, nn 2) 

—@RR-PRR) = (@-P)RR+FSGTR;R,), 

tasten = (P-P)URHFERN), 
n(n--1) 


(RR) = RRi+T 
5 r 


EEE Ä Hä 
(RR) = NR +—TZENR,. 
dr r 





Hieraus folgt für „= 1, wenn wir für den Augenblick 
A=B,R-+BR,;, "=BR+BR, 
zur Abkürzung setzen, 


ih u. ii 
/ dr 1“ 1 N + AR 


da 


wobei der Reihe nach die Formeln (43.), (44.). (52.). (45.) zur Anwendung 





er 
‚D, m 5 EIER M, . 


O7zt 


gebracht worden sind. Setzt man hierin für 4 und I die obigen Werthe ein, 


findet man 
mg 


a4 < 


Umsomehr ist also 


2ab < Be 
£ MI? 
oder es ist, wenn ich 

4 aM 


I = | 
mg 


selze, 


Nun aber ist 7 derjenige Werth, den man für die Schwingungsdauer eines 
Pendels von der Länge / und der Masse M, dessen Gewicht in der Luft mg 
beträgt, durch eine Rechnung findet, in welcher die Bewegung der Luft ver- 
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« 


nachlässigt wird. Die gefundene Beziehung zwischen T und 7 sagt also aus. 
es werde die Dauer einer Pendelschwinyung dadurch vergrössert, dass das 
umgebende Medium mit bewegt wird. Dies ist die von Dabuat und Bessel 
beobachtete Thatsache. 

‘is ist noch zu untersuchen, wie viele solcher complexen Werthe von 
) existiren, insbesondre ob es mehr als 4 geben kann. Diese Frage ist von 
besondrer Wichtigkeit. Denn gäbe es mehr als 4. also etwa 8 oder 12 


u.$. w.. so würden die Grössen a und b, folglich auch die Schwingungszeit 
T und das Decrement & nicht eindeutig. sondern vieldeutlig sein. Es würde 
also von dem Anfangszustande, d.h. von der Art und Weise. wie das Pendel 
in Bewegung geselzt wurde, abhängen, welche Zahl von Schwingungen in 
der Luft es in einer Minute ausführt. 

Da die Gleichung (46.). welche 4 bestimmt. eine transcendente ist, so 
fehlt es an einem Mittel, ihre Wurzeln anders als durch ein Annäherungs- 
Verfahren aufzufinden. Um zu einem solchen zu gelangen, substituire ich 

/. hi 
und erhalte nach einer kleinen Umgestaltung 
0 en NY “ab Ih 
m(h'y'l--g) 
la — ha’) — b(3 — h’b’)\sınh(b — a) + Bhla’--b°)cosh(b — a) — 6hab 


l 
T 17a BIN 7a _1p5N \ Gheohinhrh nn VREhTS hm an ra Ba + 
(3-h’a’) (S-h’b°) + Yh’ab! sın h (b-a) - }3hb (3-h’a’)— Sha(3—h’b’)) cosk(b-a) 


(61.) 


Diese Function lässt sich in eine für jeden endlichen Werth von Äh 
convergenle Reihe von Parlialbrüchen entwickeln. Um dies einzusehen, denke 
man sich die trigonometrischen Functionen sinh(b—a) und cosh(b-a) als un- 
endliche Producte entwickelt. Diese Produet- Entwicklung, welche für jedes 
reelle oder imaginäre h von endlichem Werthe convergirt, werde nach dem 
n'en Gliede abgebrochen: so erhält man eine algebraische Function. welche 
sich mit unendlich wachsendem n der transcendenten nähert. Zerfällt man 
dann die algebraische Function in Partialbrüche, so ergiebt sich eine Reihe von 
Partialbrüchen,. welche ebenfalls gegen die transcendente Function convergirt. 

Stalt der obigen Gleichung (61.) kann ich also schreiben 





+4 ınly’h’ H H, | H | 
(62.) () : - + oz wi 7 :. un a a © .% a Es e 
m(h’y'I+g) HM h“—h} h’—h, 
Hierin sind A,. h.. A,. ... die Wurzeln der transcendenten Gleichung 
3hb(3 — h’a’) — 3ha(3— h’b?) 


lang h ( b nd N Ener: 2 er u en 
in. 3 —h’a’)(3 — h’b”) + 9h’ab ° 


AD 


g% 
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dieselben sind sämmtlich reell; denn diese Gleichung ist eine specielle Form 
der Gleichung (61.), folglich auch der Gleichung (46.). welche dieselbe an- 
nimmt, wenn m = 0 gesetzt wird; geschieht aber dies, so liefert der soeben 


bewiesene Satz 


dass kein reelles a und b, folglich auch kein complexes 4 oder h exisliren 
kann. Diese somit reellen Grössen Ah,, A. hy, .... welche auch als positive 
auizufassen sind, haben wir uns ihrer Grösse nach geordnet zu denken. H, 


ist eine positive Constanle: 





m _ 3 TTV 
u hy b’(9+ Ihn a’ + haa') — a’ (9-+I3hyb’+ hy b') 

Die reellen, sowie imaginären % von endlicher Grösse, welche der 
Gleichung (62.) genügen, lassen sich durch Annäherung berechnen, wenn man 
den Umstand benutzt, dass die Grössen h,. /s, h;. ... eine Reihe von zunehmen- 
den Gliedern bilden, deren Werth bis ins unendliche wächst. Man breche diese 
Formel zunächst nach dem Gliede mit der Ordnungszahl n ab und löse die 
so entstehende algebraische Gleichung nach A’ auf. Einen so gelundenen 
Werth kann man verbessern, indem man bei nochmaliger Berechnung das 
folgende Glied berücksichtigt. Indem man auf diese Weise fortfährt, erhält 
man den gesuchten Werth bis zu jeder beliebigen Genauigkeit berechnet. Durch 
dieses Verfahren lassen sich alle Wurzeln k von endlichem Werthe auflinden. 


rehören, weil nach den bewiesenen Ungleichungen a und b kleiner 


Zu diesen @ 


als eine gewisse endliche Grösse sind, anch die sämmtlichen complexen 
Wurzeln A oder 4. 

Breche ich also die Gleichung (62.) nach dem n'“" Gliede der Ent- 
wicklung ab, so erhalte ich nach Multiplication mit sämmtlichen »+1 Nennern 
eine Gleichung, welche in Bezug auf k’ vom (»+1) Grade ist, folglich, 
nach A’ aufgelöst, +1 Wurzeln liefert. Von diesen sind mindestens n—1 
reell und positiv. Denn da die Function in (62.) für A=h,+0d, wo Öd un- 
endlich klein ist, positiv unendlich gross und für A = h,,,—‘ negativ unend- 
lich gross wird, ohne in dem Intervall A, <h<-h,,, unstelig zu werden, so 
muss zwischen A, und Ah,., ein Werth % liegen, welcher sie verschwinden 
lässt. Es liegt also zwischen %, und %,, A, und A,, ... A,_, und A, mindestens 
je eine positive Wurzel A‘. Jene algebraische Gleichung besitzt also höchstens 


2 complexe Wurzeln A’; man findet folglich höchstens 4 complexe Wurzeln 4. 


A 
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Dies Resultat bleibt richtig für jeden, auch noch so grossen endlichen 
Werth der Zahl n. Jenes Annäherungs-Verfahren liefert also niemals mehr 
als 4 complexe A; da es alle liefern muss, so exisliren nicht mehr als höchstens 
4 complexe 4, welche der Gleichung \46.) genügen. Diese Gleichung besitzt 
somit entweder 4 complexe Wurzeln con der Form 


yı ei Aa * br 


oder keine, je nach dem Werthe der in der Gleichung enthaltenen constanten 
Coelfficienten. Auf alle Fälle sind a und b, und durch diese T und & ein- 
deutig bestimmte Grössen. Die Schwingungsdauer des Pendels und das loga- 
rithmische Decrement seiner Amplituden sind immer dieselben, welches auch 
die anfängliche Ursache seiner Bewegung war. 

Die Regelmässigkeit dieser periodischen, in geometrischer Progression 
abnehmenden Schwingungen des Pendels wird freilich durch Bewegungen ge- 
stört, deren Werth die Glieder mit rein imaginärem 4 angeben. Dass diese 
Störungen jedoch nur kurze Zeit nach dem Beginne der Schwingungen an- 
dauern und weit rascher als diese verschwinden, will ich im folgenden Ab- 


schnitt für den interessantesten Specialfall beweisen. 


T. 

Die abgeleiteten Formeln will ich schliesslich auf einen besonderen 
Fall anwenden und Voraussetzungen einführen, wie sie bei angestellten Ex- 
perimenten meistens erfüllt sein werden. Zunächst will ich den Raum, in 
welchem das Pendel schwingt. so gross annehmen, dass seine Wände keinen 
merklichen Einfluss auf die Schwingungen ausüben; ich werde also die Gon- 
stante b= x selzen. Sodann setze ich voraus, dass die Schwingungen durch 
eine anfängliche Ablenkung des Pendels aus seiner Gleichgewichtslage her- 
vorgerufen, nicht aber aus einer mitgetheilten ursprünglichen Geschwindigkeit 
des Pendels oder der dasselbe umgebenden Luft entstanden seien; ich nehme 
also in den Formeln (48.) die Grösse e = 0 und die Function 7-0 an. 
Unter diesen Voraussetzungen will ich die Rechnung soweit durchführen, dass 
sie unmittelbar mit den Resultaten der Beobachtungen verglichen werden kann. 

Durch die Annahme ?=0 verschwinden aus den Formeln alle die 
Glieder, in denen » >1 ist; es bleiben nur diejenigen, in denen » = 1 ist. 
Diese letzteren enthalten theils imaginäre, theils complexe Parameter 4; für 


beide Arten ergeben sich wesentlich verschiedene Formeln. 
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Für ein imaginäres =hi erhält man aus der Formel (58.). wenn man 
das unendlich grosse 5 durch die Gleichung (46.) thunlichst eliminirt: 


2 mg 
sa nm Are 








worin zur Abkürzung 
’ 4 A I ‘ ‘ ) ) 
F= m(h 28 >)- ann a(3—h’a). 
Ih’y Ä 


G = 6nnha 


seselzt worden ist. Das hierin vorkommende % genügt nach (61.) der Gleichung 
! | (7 

tangh(b—a Fr 
“= \ J l 

Genügt dieser Gleichung ein gewisses 4, so wird das unendlich wenig grössere 


sT 


h+dh = h- 


u. a 
sie ebenfalls bis auf verschwindend kleine Grössen erfüllen: A ist also eine 
stelig wachsende Grösse, deren Differential 


ZT 77 
dh —= = 


b-a b 
ist. Die Grenzen, in denen sich diese Grösse verändert. sind, da die von 
negativen Werthen abhängenden Terme mit den durch die gleichen positiven 


Wertihe bestimmten zusammenfallen. OÖ und x. NHiernach wird 


2 mg dh (Gi 
D gT / I F x ] G 


Von den 4 complex-imaginären 4 sind. falls sie existiren. aus dem 
soeben angeführten Grunde, im Endresultate nur 2 zu berücksichtigen, etwa 
yı = atbi, 
wo a aund b positiv sind. Die Gleichung (46.) verwandelt sich unter dieser 
Bedingung in die algebraische Gleichung vierten Grades | 
0 = m (427° 4 g - )+2n na3+3La+Fi a) 


‘ n / Ay 


oder 
u: Ener. g A M } 
63.) 0 = uly+m-—+6brnnall+ka), 
\ J N / K y” /7 


worin bedeutel 


u=M+ıM =M-+3n0a, 
m = M—-—M =M-—t!noa. 


Zwor besitzt diese Gleichung 4 Wurzeln 4: doch befinden sich unter ihnen, 
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die ich A,. A. A,, A, nennen will, nur 2, welche der geforderten Bedingung. 
dass a positiv sei, Genüge leisten; dieses. sowie auch, dass die 2 Wurzeln 
von der Beschaffenheit 

v=a+bi, vh=a—bi 

unter allen Umständen existiren. lässt sich aus den Vorzeichen der Glieder 
der Gleichung (63.) leicht erkennen. Die beiden andern, zunächst nicht in 


Betracht kommenden Wurzeln sind entweder von der Form 
Yhz vo. —4,+bi8, yhy = b, t, 
oder sie sind beide reell und negativ. 
Für jene beiden complexen Parameter 7A =a+bi findet man aus der 
Formel (58.) unter Rücksicht auf (33.) und (693. ) 


7 4 . 232 217 A REN? J 
D 2m + 3a; Kal2+ka,) = yhm- A. 
Durch Benutzung dieses und des für rein imaginäre 4 gefundenen 
Werthes von D erhält man als vollständigen Ausdruck für die Ablenkung 


der Kugel aus ihrer Gleichgewichtslage zur Zeit / 
> - r ‘ P} ‘ —/fih?2 2 ( re dh (i ., 
64.) Ss = Kecos2abt— Lsin2abt} e=""""— — m : Af I ne, 
JT / . 4 h’H (i 


worin zur Abkürzung 


Ban mg A 


mg + 3analla — brRrabe)(?+(arbi)ay 





Ty 
gesetzt worden ist. 

Das Integral in der Gleichung (64.) steht in einer einfachen Beziehung 
zu dem ersten Gliede, welche man erkennt, wenn man die algebraische 
Function im Integral in Partialbrüche zerfällt. Setzt man nämlich den Nenner 

F’ + G° en VÖ, 
so erhält man damit eine Gleichung vierten Grades in Bezug auf A’, deren 
Wurzeln bis auf das negative Vorzeichen den Quadraten der Wurzeln 2,. 2,. 
Az, 44 der Gleichung (63.) gleich sind. Man erhält also durch Zerfällung in 


Partialbrüche das Integral in 4 Integrale von der Form 


[ dh h’yt 
h’+-4° 


zerlegt, worin A einen jener 4 Werthe besitzt. Man vereinfacht diese In- 


tegrale. indem man sie durch die Lehrsätze 
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z | 1 
ı6iD __ A a 
R; dp coshy .E == m=L7? (7 A a+bi). 


0 


ı%. 
f dpcoshp.e? = —, — ., (A =4, oder 4,) 


0 
in Doppelintegrale verwandelt, sie nach Vertauschung der Integrationsordnung 
einmal integrirt und endlich eine geringfügige Veränderung der Integrations- 
Variabeln einführt. 

Bei der Angabe des Resultats dieser Rechnung mache ich die Annahme, 
dass die Reibungsconstante 7 des Mediums einen geringen Werth besitze. 
Unter dieser Voraussetzung sind auch 4, und 4, complexe Grössen. So er- 


halte ich schliesslich für die Ablenkung der Kugel den Ausdruck 
(65.) Ss = e (Klee cos2abt— Clabth)!+-K, e'Ccabh 
— Le (e"" sin2abt+ S(abt)) + Le! s (abi). 


worin zur Abkürzung 


1 dan 
Cab = — de!’ cos2b(y yıt—al). 
| uf rn 
1 P3 r 
S(abt) = | dy e* sin2b (pyt—at 
y’ 
ayt 


und analog einer früheren Formel 
mg A 





K, # L, ) — 


mg+3rnala: — 42a, 6,5)(2— (a, tb, ö)ay-') 
gesetzt worden ist. 
Es ist nun leicht einzusehen, dass sich a, von a, und b, von 6b nur 
um Grössen von der Ordnung der kleinen Grösse 7 unterscheiden; denn man 


hat aus der Gleichung (63.) unter Vernachlässigung von > 


a=b=a,=b, = v4 Er 


Es kann sich also K, von K und ZL, von Z, auch nur um Grössen von der 
Ordnung »; unterscheiden. Daraus folgt, dass in der Formel (65.) die Summe 
der Glieder, welche Integralfunctionen enthalten, verglichen mit den trigono- 
melrischen Functionen, kleine Grössen von der Ordnung der Reibungscon- 
stanten sind. 

Dazu kommt ein zweiter Grund. Jene Glieder sind gegen die tri- 
gonomeltrischen verschwindend klein, wenn angenommen wird, dass seit dem 
Besinne der Schwingungen eine erheblich lange Zeit t verllossen sei. Denn 
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es ist sowohl C(abt) als auch S(ab t) kleiner als das Integral 


1 I . 
nr dpe”t, 


a)? 





welches für mässig grosse Werthe von a’f gegen die Exponentialfunction 
e*', folglich auch e”’“ verschwindend klein wird. 

Aus beiden Gründen ist es für den Zweck der Anwendung auf die 
Beobachtung gestattet, in der Formel (65.) jene kleinen Glieder zu vernach- 
lässigen und zu setzen 

5 = {Kcos2abt— Lsin2abt! 
falls die Bewegung hinreichend lange angedauert hat. Dann also bewegt sich 
das Pendel periodisch; seine Schwingungszeit beträgt 
Er 
“uU 
Die Amplituden nehmen nach dem Gesetze einer geometrischen Reihe ab, deren 
logarithmisches Decerement 


in natürlichen Loearithmen beträst. 
Die Werthe dieser beiden Grössen T und e sind aus der Gleichung 


(63.) zu berechnen. Man hat in derselben zu setzen 


vl (at+bi)' T . 
also a 
a? = L Fr h? = L 7ı re Tre 
2T ’ 2T 


Dadurch findet man zur Bestimmung von T und : 


„ nte ( 
(M+kM) —H— m, 


sı 


(M-+1 (k == ı ,M' Fe k, M', 


wenn zur Abkürzung 

















9 Vater: 
hi m 1 " "zZ “ 
2 Ava nt 
u 5 N) ( ee Fe TE ) 
Ava 1 va/? 
at nt 
(68.) y” = m 
2y’1 


seselzt wird. 
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Unbedenklich darf man in diesen Formeln & und Grössen gleicher 
Ordnung, wie z.B. A,e, gegen n" vernachlässigen. Dann erhält man 
T (M-+kMI 





In’ mg u 








(69.) 
a Ink, M' 
| TMNIGIHM' 
worin 
I) 
PER 4va’ 
(TO. ) | 


9 ‚4 &\ 
u a 7 


zu setzen sind. Die erste Formel (69.) unterscheidet sich von der von Bessel*) 
aufgestellten der Form nach nicht, wohl aber darin, dass % nicht constant, 
sondern von der Schwingungsdauer abhängig ist. Den Werth dieses Coef- 
ficienten %k hat bereits Stokes **) ebenso gefunden, wie ihn die erste Formel 
70.) angiebt. 

Die zweite Formel (69.),. welche das logarithmische Decrement an- 
giebt. stimmt nicht mit der von Stokes ***) aufgestellten überein. Indess will 
ich nicht unterlassen, zu erwähnen, dass die Formel 
Ik’ M’ 

M-FkM'? 


ER TERTES 


Fi ar 
4dva sa’ 


in welcher 


gesetzt ist, mit derselben Genauigkeit richtig ist. wie jene, und dass diese 
Formel mit der Stokesschen zusammenfällt, wenn in # noch & gegen 7 ver- 
nachlässigt wird. 

Um von diesen Schlussformeln der Theorie diejenigen, welche die 
Schwingungsdauer bestimmen, experimentell zu prüfen, bedarf es nicht der An- 
stellung neuer Beobachtungen, da Dessels unübertrellliche Messungen vorliegen. 

In seiner ersten Abhandlung --) sieht allerdings Besse! den Coefficienten 
/; als unabhängig von der Schwingungsdauer an. Doch erkannte er später 7-7). 
dass der Werth desselben für ein kürzeres Pendel, also von kleinerer Schwin- 


Abh. d. Berl. Akad. 1826. Unters. ü. d. Länge des Secundenpendels. 8. 36. 
“*) Cambridge phil. Transactions. Vol. 9 Part 2. pag. [32.] Formel (52.). 
*#®) Ebendaselbst. Formel (53.). 
+) Abh. d. Berl. Akad. 1826. Uhnters. ü. d. Länge des Secundenpendels. 
+) Vers. üb. die Kratt der Erde. Abh. d. Berl. Akad. 1830. 
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gungszeit, geringer ausfällt. Er berechnete aus seinen Königsberger Beob- 
achtungen für das kürzere Pendel, dessen Schwingungsdauer 1.001 Secunden 
betrug, k=0.75487, für das längere, dessen Schwingungszeit 1.721 Secunden 
war, k = 0,9519 *). 

Ich berechne den Werth derselben Grössen aus den vorstehenden Formeln. 
Dazu habe ich den Radius der Pendelkugel a = 12.06 pariser Linien, d.h. 
gleich dem Mittelwerthe der Halbmesser beider Kugeln zu seizen**). Von den 
bis jetzt ausgeführten directen Besiimmungen des Reibungscoellieienten der Luft 
ist die von Maxwell ***) angestellte vermuthlich die genaueste. Ich nehme 
nach seinen Messungen 7) = 0.000200 = 0,168.0 an. Diese Zahlen enthalten 
als Einheiten das Quadratcentimeter. die Dichtiekeit des Wassers und die 
Zeitsecunde. Aus diesen Daten habe ich für das kurze Pendel % = 0.770 
und für das lange k = 0,954 berechnet. Die Uebereinstimmung zwischen 
dieser Rechnung und der Beobachtung Bessels ist für das kurze Pendel sehr 
befriedigend. Die Abweichung. welche sich für das lange Pendel zeigt, findet 
ohne Zweifel darin, dass der Einfluss der Luft auf den Pendelfaden in der 
Rechnung nicht berücksichtigt worden ist, ihre natürliche Erklärung. 

Andrerseils fehlte es bisher an geeigneten Beobachtungen zur Prüfung 
des Geselzes, nach welchem die Amplituden des schwingenden Pendels in 
Folge der Luftreibung abnehmen. Ich habe daher zu diesem Zwecke Beob- 
achtungen angestellt, und zwar benutzte ich in der Absicht, möglichst kleine 
Schwingungsbogen mit grosser Genauigkeit messen zu können, drei Pendel 
von ausserordentlicher Länge. Um die Abnahme möglichst stark und dadurch 
genauer messbar zu machen, bediente ich mich einer grossen Kugel aus leichter 
Masse, aus Holz. 

Mit diesem Apparate fand ich eine einfache Regelmässigkeit, zwar nicht 
das Gesetz einer geomelrischen Reihe, jedoch ein solches, dass es sich mit 
abnehmenden Bogen dem einer geometrischen Reihe mehr und mehr nähert. 
Die vorstehende Theorie. welche unendlich kleine Amplituden voraussetzt, 
bedarf also für endliche Amplituden einer Verbesserung. 

Das Gesetz, dem meine Beobachtungen genügen, ist in der Formel 
Ku DA-+OIpN 
(7 1436) — "5 
*) Jübendaselbst S. 95. 
=#) Unters. 8. 130 u. 141. 

”##) Philos. Transactions for 1366. 
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Unbedenklich darf man in diesen Formeln e° und Grössen gleicher 
Ordnung, wie z.B. Ak,e, gegen rn’ vernachlässigen. Dann erhält man 
T (M+kMi 











A me L 
(69) | ’ 
| ER ‚rk, M’ 
 M-+ik+H)M'" 
worin 
TORE TEL. 
= 5 + “ 
"’ y’ 
(70. ) ) 


= 48) 
\ Ava va u; 

zu selzen sind. Die erste Formel (69.) unterscheidet sich von der von Bessel*) 
aufeestellten der Form nach nicht, wohl aber darin, dass % nich! constant, 
sondern von der Schwingungsdauer abhängig ist. Den Werth dieses Coef- 
ficienten % hat bereits Stokes **) ebenso gefunden, wie ihn die erste Formel 
70.) angiebt. 

Die zweite Formel (69.), welche das logarithmische Decrement an- 


giebt. stimmt nicht mit der von Stokes ***) 


aulgestellten überein. Indess will 
ich nicht unterlassen, zu erwähnen, dass die Formel 
Irak’ M’ 


M-+-kM' 


X 9 1} 1 I l € 
K= (+44 
4dva sa’ 


gesetzt ist, mit derselben Genauigkeit richtig ist, wie jene, und dass diese 


nn u 


in welcher 


Formel mit der Stokesschen zusammenfällt, wenn in # noch & gegen x ver- 
nachlässigt wird. 

Um von diesen Schlussformeln der Theorie diejenigen, welche die 
Schwingungsdauer bestimmen, experimentell zu prüfen, bedarf es nicht der An- 
stellung neuer Beobachtungen, da Bessels unübertrellliche Messungen vorliegen. 

In seiner ersten Abhandlung ;-) sieht allerdings Besse! den Coelfficienten 
als unabhängig von der Schwingungsdauer an. Doch erkannte er später 77). 
dass der Werth desselben für ein kürzeres Pendel, also von kleinerer Schwin- 


*, Abh. d. Berl. Akad. 1826. Unters. ü. d. Länge des Secundenpendels. 8. 36. 
**) Cambridge phil. Transactions. Vol. 9 Part 2. pag. [32.] Formel (52.). 

“#®) Ebendaselbst. Formel (53.). 

7) Abh. d. Berl. Akad. 1826. Unters. ü. d. Länge des Secundenpendels. 

Vers. üb. die Kratt der Erde. Abh. d. Berl. Akad. 1830. 














Ww 


al 
Z 
ul 
di 
be 


ol 
R 


da 
alı 
D 


be 





Meyer, über die pendelnde Bewegung einer Kugel. 67 


sungszeit, geringer ausfällt. Er berechnete aus seinen Königsberger Beoh- 
achtungen für das kürzere Pendel, dessen Schwingungsdauer 1.001 Secunden 
betrug, k=0.75487, für das längere, dessen Schwingungszeit 1.721 Secunden 
war, k = 0,9519 *). 

Ich berechne den Werth derselben Grössen aus den vorstehenden Formeln. 
Dazu habe ich den Radius der Pendelkugel a = 12.06 Pont Amen; d.h. 
gleich dem Mittelwerthe der Halbmesser beider Kugeln zu seizen**). Von den 
bis jetzt ausgeführten directen Bestimmungen des Reibungscoellieienten der Luft 
ist die von Maxwell ***) angestellte vermuthlich die genaueste. Ich nehme 
nach seinen Messungen 2) = 0.000200 = 0,168.0 an. Diese Zahlen enthalten 
als Einheiten das Quadratcentimeter. die Dichtiekeit des Wassers und die 
Zeilsecunde. Aus diesen Daten habe ich für das kurze Pendel k = 0.770 
und für das lange % = 0,554 berechnet. Die Uebereinstimmung zwischen 
dieser Rechnung und der Beobachtung Bessels ist für das kurze Pendel sehr 
befriedigend. Die Abweichung. welche sich für das lange Pendel zeigt, finde! 
ohne Zweifel darin, dass der Einfluss der Luft auf den Pendelfaden in der 
Rechnung nicht berücksichtigt worden ist, ihre natürliche Erklärung. 

Andrerseils fehlte es bisher an geeigneten Beobachtungen zur Prüfung 
des Geselzes, nach welchem die Amplituden des schwingenden Pendels in 
Folge der Luftreibung abnehmen. Ich habe daher zu diesem Zwecke Beob- 
achtungen angestellt. und zwar benutzte ich in der Absicht, möglichst kleine 
Schwingungsbogen mit grosser Genauigkeit messen zu können, drei Pendel 
von ausserordentlicher Länge. Um die Abnahme möglichst stark und dadurch 
genauer messbar zu machen. bediente ich mich einer grossen Kugel aus leichter 
Masse. aus Holz. 

Mit diesem Apparate fand ich eine einfache Regelmässigkeit, zwar nich! 
das Gesetz einer geometrischen Reihe, jedoch ein solches, dass es sich mit 
abnehmenden Bogen dem einer geometrischen Reihe mehr und mehr nähert. 
Die vorstehende Theorie. welche unendlich kleine Amplituden voraussetzt, 
bedarf also für endliche Amplituden einer Verbesserung. 

Das Gesetz, dem meine Beobachtungen genügen, ist in der Formel 


D 1+ ON 
log K 1- -90/ 


*) [ibendaselbst S. 95. 
“#) Unters. 8. 130 u. 141. 
*##) Philos. Transactions for 1566. 
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welche ich einer Abhandlung von Gronau *) entnommen habe, enthalten. 
Hierin ist & der anfängliche Schwingungbogen, « die Grösse desselben Bogens 
nach » Schwingungen, d und e Constante; letztere fällt für unendlich kleine 
Werthe von 2 und mit dem logarithmischen Decrement zusammen. Bei 
der Berechnung meiner Beobachtungen verfuhr ich daher der Art, dass ich 
e nach der obigen Formel für das logarithmische Decrement theoretisch be- 
rechnete und dann die Reihen meiner Beobachtungen benutzte, Ö zu bestimmen. 
Auf diese Weise fand ich das theoretisch noch nicht bewiesene Gesetz, dass 
die Constante Öd der Schwingungszeit proportional ist. Näheres werde ich 
nächstens in Poggendorffs Annalen mittheilen. 


*) Ueber die Bewegung schwingender Körper im widerstehenden Mittel. (Pro- 
J : * oO oO = I 
oramm.) Danzig 1850. 


be 


Breslau im October 1870. 














Ueber einfache sınguläre Punkte Imearer 
Differentialgleichungen. 


(Von Herrn L. Pochhammer.) 





I. einer linearen Differentialgleichung, bei welcher der Coeffieient der 
höchsten Ableitung gleich Eins gemacht ist, werden. nach Herrn Weierstrass, 
diejenigen Werthe der unabhängigen Veränderlichen, für welche einer oder 
mehrere der Coeflicienten unendlich sind, als singuläre Werthe oder Punkte 
bezeichnet. Für die Umgebungen aller nicht singulären Punkte sind dann 
die Reihenentwicklungen der Integralfunetion bekannt. da man slels eine ein- 
deutige convergente Reihe mit » willkürlichen Constanten als Lösung der Dif- 
ferentialgleichung erhält. Dagegen ist es bisher nur in sehr wenigen Fällen 
möglich gewesen, das Verhalten der Function bei den singulären Punkten 
festzustellen. Es ist mehrfach der umgekehrte Weg eingeschlagen worden. 
aus gewissen Anforderungen, welche man an die Integralfunetion stellte, die 
Differentialgleichung derselben zu gewinnen; indessen die wichtigere Aufgabe 
bleibt doch immer, aus einer gegebenen Diflerentialgleichung die Eigenschaften 
der Integralfunetion zu bestimmen, was zunächst die Auffindung der Reihen- 
entwicklungen für die Umgebungen der singulären Punkte erlordert. 

Es soll im Folgenden ein besonders einfacher Fall, welcher ohne 
Weiteres in den Vordergrund tritt, behandelt werden, nämlich der. wo die 
Coefficienien nur wie eine erste negative Potenz unendlich werden. Wenn 
man einer Differentialgleichung die Form geben kann 





‚d"y "EN u Me WIEN © r 
z—a)— = E,(2) —— + E:(k) St - E,„_(2)——-+E,(x)t 
\ ’ da” “ ri ee 7 Ein (E) de ' m\#)9 
wo E,(z),. E,(x), ... E,(xz) Functionen, die in der Umgebung von a eindeutig 


und stetig sind, bedeuten: so soll, der Abkürzung halber, der Werth a ein 
einfacher singulärer Werth oder Punkt heissen. Hat z.B. eine lineare Differential- 
oanze rationale Coefficienten. so sind alle einfachen Wurzeln des Coef- 


o 


sleichung 
Iicienten der höchsten Ableitung einfache singuläre Werthe der Differentialglei- 
chung. Der Werth E,(a) wird die zugehörige Zahl des einfachen singulären 
Punktes « genannt. Man bezeichnet hier E,(«@) kurz durch b. 

Für die obige Differentialgleichung gilt dann in Bezug auf die Um- 


gebung des einfachen singulären Punktes a der folgende Satz: 
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1) Es existirt stets eine convergente, n—1 willkürliche Constanten enthal- 

tende Reihe 
y= o+alr—-a)+G(2—a) +, 

welche der Differentialgleichung genügt. Ist die zugehörige Zahl b weder 
gleich einer positiven ganzen Zahl noch gleich Null, so nehmen die »—1 
ersten Goellieienten €, €» ... €,_» beliebige Werthe an. Ist aber b 
eine positive ganze Zahl oder Null, so bleibt der b-+n!° Coefficieni. 
€.» Willkürlich, und es sind in Folge dessen unter den b+n—1 
ersten Goeflicienten nur 2»—2 willkürliche Constanten vorhanden. 

2) Das »‘° partikuläre Integral wird, ausser wenn b ganzzahlig ist, durch 
das Product 

z—- a "IC, +0, (2-a)+0,(2-a) +! 

dargestellt, in welchem die Fleihe convergent, und C, von Null verschieden 
ist. Ist jedoch b eine positive oder negalive ganze Zahl, die Null ein- 
begrilflen,. so enthält das »'° Integral im Allgemeinen logarithmische 
Glieder; in speciellen Fällen können letztere fortfallen. 

Die beiden Theile des Satzes sollen in den folgenden zwei Abschnitten nach- 

einander behandelt werden. 


I. 


Um den ersten Theil des behauptelen Salzes zu beweisen, setzt man 
in die gegebene Dilferentialgleichung 


| d” y i d'y u . dy 
(1. (2 — a)— E22) ——+ BE, (r) + "+ b.-ı(2) --+E,(z)ı 
da” . da" | * u ar " u / 
für y die Reihe 
(2.) Y — G+tc(2 —a)—+ G(2—a) +: 


ein, und entwickelt die Gleichungen für die Coefficienten e. Man hat dann zu 
zeigen, 1) dass »—1 der Coefficienten e willkürlich bleiben, 2) dass alle übrigen 
in eindeuliger Weise als Functionen dieser »—1 bestimmt sind, 3) dass die 
Reihe convergent ist. 

Für die Ableitungen von y ergeben sich die Ausdrücke: 


! 


| ‚9 # \2 1 
gr v!(v),c,+(v+1),c,,.,(2-a)+(v+2),c,,, (2 -a)’ ++ !, 


in welchen die eingeklammerten, mit einem Index versehenen Constanten Bi- 
nomialcoelficienten bedeuten. Nachdem man auch für die Functionen E;(x) die 
nach der Voraussetzung convergenten Entwicklungen 


Be a z— a nor (z—a)’ | 
E,(a)+ E, (+ E (+: 
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eingeselzt hat, sind in der Gleichung (1.) die Factoren der einzelnen Po- 
tenzen von 2—a gleich Null zu setzen. 

Es ist für die Differentialgleichung (1.) charakteristisch, dass in den 
so erhaltenen Gleichungen dasjenige ce, welches den höchsten Index hat, stets 
nur durch die beiden ersten Summanden 


d" N d"- 
(T—A) ut R und | LI — Y 
d.c" dc" 


geliefert wird; in Folge dessen hat das ce mit höchstem Index einen aus- 
schliesslich aus ganzen Zahlen und dem Werthe b zusammengeselzten Factor. 
Man gewinnt für die Grössen e das folgende Gleichunes ssystem: 








—(na—1),_ı(n—1)!be,_, = (n—2),.(n—2)! E;x(a) c,.+ "+ (1)\E,_,(a)e,+E ,(a)c,. 
' \ ‚El (t) ! 
2), (n—1)!(1—-b)e, = (2—1),_,(2—1)! 2 +(n—1),_,. (n—2)\E, (a) | Cu 
n. > (A 2: er E,(a) 
+ (n—2), (nr)! — )\ - (n—2),_,(n- S)IE,(a)le,_.t:--4 6, 
‘ \ d ‚Eı(a) f % ! Y ! 
(»+1),_,(n—1 I(R&—b)c,., = (2) (a1)! (RR), ‚(R- a 'E d (€, 
= Ei (a) AN ‘ E: (a) IE P 
+ (a-1),..a-1) 5 (n-1),_,(n-2)!- rn 1), ,‚(n-S)!E,(a) | u 
1... El) Ce 
BE: Fa 
(a„+m—1),_, (a1)! (m—b)e,,n—ı 
| Eı(a) | ) E."’ (a) 
= 4 m—2), ‚(n—1)!  t+iat+m—2),-. (n—2)! Exta)\e, mat + — 00; 
etc. 


Die erste Gleichung giebt e,_, als lineare Function der »—1 Grössen c,. 
Cs 2». Cs, ausgenommen den Fall, wo 5b gleich Null ist. Die zweite 
Gleichung bestimmt e,, ausser wenn b gleich 1. die dritte e,,,, ausser wenn 
b gleich 2 ist. Allgemein ergiebt sich e,,„_, als lineare Function der e mil 
niederem Index, wenn nicht b = m ist. 

Hieraus folgt, dass wenn 5b nicht eine positive ganze Zahl oder Null 
ist, die a—1 Grössen ©, €Cı> --. €, Willkürliche Werthe annehmen, dass 
aber sämmtliche übrigen Coefficienten e,_,, €,. €,,;, ele. in eindeutiger Weise 
durch ©, &, ... €, , ausgedrückt sind. Ist b eine positive ganze Zahl oder 
Null, so ist der Coeffieient e,,„_, nicht durch die Coelfieienten mit niederem 


Index ausdrückbar. 
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Um die Convergenz der Reihe (2.) darzuthun, setzt man zunächst 
voraus, dass der reelle Theil von 5b negativ sei. Der Beweis der Convergenz 
wird, analog dem von Cauchy, so wie von den Herren Briot, Bouquet *) und 
Fuchs **) angewendeten Verfahren, dadurch geliefert, dass die Reihe für y 
mit einer einfacheren Reihe verglichen wird, welche weniger stark conver- 
girt und lauter positive Glieder hat. Das Auftreten eines von b abhängigen 
Nenners erfordert hier gewisse Modificationen der Methode. 

In den Bestimmungsgleichungen der Grössen e findet sich E,(a) oder 
b stets nur auf der linken Seite, während alle übrigen Functionalwerthe 


v 


E,(a), ... E,(a). E,(a),. E;(a). ... E,(a), E)(a) etc. ausschliesslich auf der 
rechten Seite vorkommen; hieraus folgt. dass aus letzteren der Zähler, aus 
b dagegen der Nenner der Coelfiecienten e gebildet wird. Um die Reihe (2.) 
mit einer Reihe, deren Glieder absolut grösser sind, zu vergleichen, vergrössert 
man die Zähler der Coeffiecientien. während man die Nenner verkleinert oder 
unverändert lässt. 

Es sei 5 -p-+-git, wo p positiv: dann ist der Factor von e,,,_, in 
derjenigen Gleichung, welche diesen Coeffieienten bestimmt, gleich 

(2 + m—1),_, (a —1)!(m+p— gi). 

Der Modul des letzteren Ausdrucks verkleinert sich, wenn der imaginäre Theil 
ganz fortgelassen, also b durch —p ersetzt wird. Ist 5 reell, so bleibt der 
erwähnte Factor unverändert. 

Wenn man sodann in den Gleichungen an Stelle von ©. €, ... €, 


„>, Welche grösser als die Moduln von 


reelle positive Werthe A,, Ai, ... 4 


Cs Es =. 6,» Sind. einführt, und alle Ausdrücke E,;(a), E;(a),. E;(a) etec.. 
mit Ausnahme von E,(a), durch reelle positive Werthe ersetzt, die grösser als 
die Moduln der bisherigen Werthe sind: so werden die neuen ÜCoefficienten, 
welche %,_ı. A,, %,;ı ete. heissen mögen, sämmtlich reell, positiv und grösser 
als die Moduln der Coefficienten e,_,, €,, €,;, ele. sein. Denn in allen Fällen ist 
der Zähler vergrössert, der Nenner verkleinert oder unverändert gelassen 
worden, und es kommen, da auch p als positiv vorausgesetzt ist, nur reelle positive 
Grössen vor. Kann man folglich beweisen, dass eine derartig gebildete Reihe 
kt ki (za) +++, (2 a)" + k,(a—a)" + 
convergent ist, so gili dies um so mehr von der Reihe (2.). 


*) Journ. de l’Ecole polyt., cah. 506. 
*) Dieses Journal Bd. 66. 
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Y 


Um nun die Grössen E,(a), E;,(a), E; (a) etc. durch reelle positive 
Ausdrücke, welche grösser als ihre Moduln sind, zu ersetzen, wendet man 
den bekannten Satz an, dass für das ganze Gebiet des um einen Punkt a mit 
einem Radius r beschriebenen Kreises und für ein beliebiges » die Ungleich- 


heit besteht 


dv M,; z Yr 
en > modE’’a), 








wenn M, dem grössten Werthe des Moduls von E,(z) auf jener Kreisfläche 
oleich ist oder ihn übertrifft *). Man denke sich demnach für eine Variable 
„ eine der Gleichung (1.) analoge Differentialgleichung gebildet, in welcher 


die Functionen E;(x), für i=2,3,... », durch die Quotienien ——— 


ersetzt sind. 
An Stelle von E,(x) hat man eine Function zu wählen, deren Ablei- 


xz=.a den Werth —p annimmt. Eine solche Function ist der Ausdruck 
M, 


x d 
I 


tungen für 2=a zwar grösser als E,(a), E,(a) ete. sind, die aber selbst für 


BR 








Eon 


in welchem M, wieder die oben angeführte Bedeutung hat. 
Man gewinnt somit den Schluss, dass, wenn die Differentialgleichung 

















3 d” u M, din M, dr—? u 
(2—a) — = - — M\-Plosss tt —— 
\ d.“ 1 z— da da" ie dar 
| r Span 

ı 5 Bu 

| M, au. M,.-ı du M 

w z—a de" ee u . u 
| 1 — — 1 — y 
\ p r r 
eine convergente Reihe 
(4) ua= kt+hle-a)+ +, (aa) "+ h,(a-a)" +: 


mit a—1 willkürlichen Constanten zum Integral hat, die Reihe (2.) jedenfalls 
auch convergent ist. Es bleibt folglich nur übrig, die Convergenz der Reihe 
(4.) zu beweisen. 


Man multiplieire die Gleichung (3.) mit i- 5 





.„ wodurch sämmtliche 


*) Ofr. Briot et Bouquet, Fonct. doubl. period., Seite 44. 


Journal für Mathematik Bd. LXXII. Heft l. 10 

















71 Pochhammer, über einfache singuläre Punkte linearer Differentialgleichungen. 





Coefficienten derselben mit Ausnahme der beiden ersten constant werden, und 
führe statt x die Variable s ein, indem man setzt 


——3 de = rdz. 
og 


Auf diese Weise nimmt die Gleichung (3.), wenn man M,+p kurz durch 


bezeichnet, die Gestalt an: 





„. deu  de!tu deu 
(3 — 2°) — = ee — + H.# —— 
Eu \ dz" Pr l } da"! j d dar? 
(5.) 
„deu „du 
+ M,;r‘ = 7 +++ M,.-ır" 7rM 


” 


| K, s 
Die Reihe (4.) geht, indem k, =, genommen wird, über in: 


(6.) ua= K,+K,2+:-+K,_2""+K,2"+--. 


Setzt man die Reihe (6.) in die Differentialgleichung (5.) ein, so lautet 
die erste der für die Constanten K sich ergebenden Gleichungen: 


(a—1),-ı(r—1)!pK 





n—1 
— (n—2),_.(n—2)!M;r K,„.+ (n—3),„(n-3)!M;r’K, ;+ + M,r"""K,, 
und allgemein erhält man: 
| (»+m),-ı(a—1)\m+p-+1)K,,. 


(n+m—1),n!+ (n+m—1),_,(r—1)!M, + (n+m—1),. (n—2)!M;r\K,,.-ı 
| (n+m-2),_3(n-3)!M;rK,.„_+(n+m-3),_4(n-4)\M;r’K, „+ +M ur" ""K,, 


rm—3 


- 


und 


nm 


K,;._ı für m=%x zu berechnen. Man dividirt die Gleichung durch K,,,„_ı 


Aus der Gleichung (7.) ist der Pen des Quotienten aus K 


und hat zunächst zu beweisen, dass die Quotienten 


Ki .m—? Ki. —3 K m-! PR 


ur = , m . . . —— 
k n+m—l 


3 ’ 
k n+-m—I K n+m—I 





für m= so endlich bleiben. Da alle vorkommenden Grössen reell und positiv 
sind. kann man die Gleichung (7.) schreiben: 








24m), (r-1)!(m+p-+1)K,,.. = /(n+m-1),n!-+{n+m-1),_,(»-1)!M,|K,,„-\+P,; 
oder 

a ® (m -I)m-+-(m-1)M! u. 

2 (nm) (m- -p-+1) ne 


wo durch P und P’ reelle positive Grössen bezeichnet werden. Es ist aber: 
mri)m+ (m+- IM, | m E+-CH,- -M)m-+M, 


-m) (m-+-p-+-1) 








m’+ (p- HT mtnpen? 
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nimmt man also M| >np+n, was durchaus erlaubt ist. da M, hinsichtlich 
seiner Grösse nicht beschränkt wurde. so ist der leiztere Quotient grösser als 
1. und es folgt für ein beliebiges m 

I. 
Da somit die Grössen K mit wachsendem Index grösser werden. so sind alle 


—J 
ce A. Im—1* 


in 


Quotienten 
K, -m—? KR, 47 


FR. K. 1 


| ng Zur emere A were 
kleiner als Eins. 


. 4 h n--m .. . 
Zur Bestimmung des Grenzwerthes von ——— erhält man aus (7. 














RER 
Kutm __ (m+NMm+m+D)M-+M,r, (n+m—2)-s(n—S)!M,r” Kurm-. 
er (n+m)(m+pH) | n+m)ıan—I)!m+tp+1) Kuım-ı 
| (n+m-3).-+(n-4)!M,r! Kurm-3 M,„rm"-! ie 
T n+m).-ı(n-1) !(m+p- A ee: (n+m).—ı (a1)! (m+p+1) a 


Mit zunehmendem m nähert sich der erste Quotient auf der rechten Seite der 
Grenze 1, alle übrigen der Grenze 0: es ergiebt sich demnach: 


Ente \_ 4 


/ 


lim! - 


on “ Al, m—1 
In der Reihe (6.) ist der Quotient zweier aufeinander folgender Glieder für 


einen unendlich wachsenden Index gleich 


ER en 3 
ee =: sim ——_) — 5 
MX K, - m—1 2" -m—I1 / m SL. “A n m—| 





3 Br dl . . r . 2 . 
Der Modul von z oder —— ist aber in der Umgebung des Punktes a kleiner 
A % 


als Eins; denn der Werth r ist nur der Einschränkung unterworfen. dass der- 
selbe kleiner sein muss, als der Abstand des Punktes « von dem nächstge- 


legenen singulären Punkte. Folglich ist. nach bekannter Regel. die durch 


die Gleichung (4.) oder (6.) angegebene Reihenentwicklung der Function x 
für das ganze Gebiet des Punktes a convergent. wodurch gleichzeitig die 
Convergenz der Reihe (2.) bewiesen ist. für den Fall dass der reelle Theil 
von b negaliv ist. 

Der Fall, wo der reelle Theil von 5b positiv oder Null ist, wird auf 
den, wo derselbe negaliv ist, miltelst successiver Differentiationen der gegebenen 
Differentialgleichung zurückgeführt. Die Gleichung (1.). einmal differentiirt, 
giebt: 

x d"+!y R d?y dÄy 


(2a) u 7 (E, (2)—1) zu0rt (E,(2)+E:(8)) tet E,(x)y 


10 * 
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und nach s Differentiationen 


d"* +59 de+s- d" 


(2-0) = (E,(2)— ne Fair Ep plc er "+... + H,.(ey, 
wo Hh(z), ... H,.,(z) gleich Summen der Functionen E(x) und ihrer Ab- 


leitungen, und folglich ebenfalls eindeutig und stetig in der Umgebung von a 
sind. Der Punkt a ist wieder ein einfacher singulärer Punkt der Differen- 
tialgleichung, aber die zugehörige Zahl ist um eine ganze Zahl verkleinert worden. 
Es möge durch s diejenige ganze Zahl bezeichnet werden, welche man von b 
subtrahiren muss, um den reellen Theil dieser Grösse negaliv zu machen. 
Denkt man sich dann eine Function 7 durch die letzterhaltene Dif- 
ferentialgleichung »+s!® Ordnung definirt 
a = (En) +) ++ Hu, 
‚, folgt aus dem Vorhergehenden, dass der Gleichung (8.) durch eine con- 
ae Reihe 


(8.) (z—a) 





Ar ) Ar [ » 14 \n+5s / FR u 6 Re 
(9.) n = Yıt Yılz-a) + "+Y.4-.2 (2-0) + Yu (2 —0)" | 
genügt wird, in welcher die »-+s—1 ersten Coefficienten. Yo» Yız.: =: Yarsas 
- » JVY YJ ‘na 


willkürliche Constanten sind. 

Die Reihe (9.) geht für gewisse Werthe der »-+-s—1 willkürlichen 
Constanten in ein Integral der Differentialgleichung (1.) über. Damit die Reihe 
der Gleichung (1.) genüge, müssen zwischen den Grössen %,» Yıs --- 7. 
dieselben s Relationen bestehen. welche für die »+s—1 ersten Coeffieienten 

c der Reihe (2.) gefunden wurden, nämlich: 





| (n—1 FR ın—1 1bY,._ı — (n—R),_: ‚(n—2 IE, (a) Yn- + '++E,(0)/0; 
(10. > Ks—b—-1)yY.,. = 
I # s—1) N 
( j ‚Ei (a) | w E. (a) : 
\ n+s—3),_,(n—1)! a : a da GN Yo- 
Diese s Gleichungen zwischen 7,, ... 7... Sind aber immer hinreichend, 


um sämmtliche Grössen 7 völlig identisch mit den Grössen ce, und daher die 
Reihe (9.) zu einem Integral der Gleichung (1.) zu machen. 

Es wurde bewiesen, dass für ein im reellen Theile negatives 5 die 
teihe (2.) convergent, die »—1 ersten Coeflicienten willkürlich, alle übrigen 
Coeflicienten aber in eindeuliger Weise durch diese bestimmt seien. Da es 
demnach nicht zwei verschiedene convergente Reihenentwicklungen von der 
angeführten Form geben kann, die der Differentialgleichung (1.) genügen, und 
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deren »—1 erste Coefficienten willkürliche Constanten sind: so muss für den 
Fall, dass der reelle Theil von 5 negativ ist, das Gleichungssystem der 
Grössen 7 durch die Gleichungen (10.) identisch mit dem Gleichungssystem 
der Grössen e werden. In Bezug auf die Frage der Identität ist aber der 
Umstand, ob der reelle Theil von 5b positiv oder negativ ist, völlig unerheb- 
lich; es muss daher in allen Fällen die Reihe (9.) durch die s Gleichungen 
(10.) in die Reihe (2.) übergehen. Weil nun die Reihe (9.) für ganz be- 
liebige Werthe von Yu, Yı» --- Zu:s_2, also auch für die durch die Gleichungen 
(10.) bestimmten, convergent ist: so ist hierdurch der Beweis geliefert, dass die 
Reihe (2.) auch für den Fall, dass der reelle Theil von 5 positiv ist. convergirt. 

Aus der Convergenz der Reihe und den Gleichungen (10.) folgt, dass. 
sobald b nicht eine positive ganze Zahl oder Null ist, die Function y und 
die »—2 ersten Ableitungen derselben für «= «a beliebigen Werthen gleich- 
gemacht werden können. Ist dagegen b gleich einer positiven ganzen Zahl 
oder gleich Null, so ist, wie aus dem Früheren hervorgeht, der b+nt° Coef- 
ficient, €,.,_,, willkürlich. Es bleiben alsdann noch »—2 unter den b-+n—1 
ersten Coeffieienten beliebig. Zwischen €,. €, »». €,» bestehen erstens 
die 5 Gleichungen, welche mit den Gleichungen (10.) für s—= 5 gleichlautend 
sind; und zweitens werden diese Grössen durch diejenige Gleichung (s—-b-+-1) 
beschränkt, welche sonst e,.,„_, bestimmt, deren linke Seite aber hier gleich 
Null ist. Indem also die 5-+»—1 Grössen durch 5+-1 lineare Gleichungen 
verbunden sind, bleiben »—2 derselben unbeschränkt, während die übrigen 
sich als eindeutige lineare Funclionen jener »—-2 ergeben. 

Es darf jedoch in diesem Falle nicht mehr behauptet werden, dass die 
n—?2 ersten Coefficienten der Reihe (2.) beliebigen Werthen gleichgemacht 
werden können. Im Gegentheil findet man unmittelbar gewisse Specialfälle, 
in denen c, gleich Null sein muss, z. B.: 

= EKi)=Kla)= - =E,_,(a) =0. 

Ob man für ein ganzzahliges, positives b und für 5=0 die Coefficienten 
Cys Ci» 2.» €, , zu willkürlichen Constanten nehmen kann, oder ob andere 


der b+n—1 ersten Coeflieienten beliebig bleiben müssen, hängt davon ab, ob 


bei Auflösung der b-++1 Gleichungen in Bezug auf e,_., €,_ıs -.. &.,. die 


Nenner der für letztere sich ergebenden Ausdrücke sämmtlich von Null ver- 
schieden sind, oder nicht. 
Man bemerke, dass, wenn jene »—2 willkürlichen Werthe gleich Null 


genommen werden. die b+n—1 ersten Coeffieienten ©. €,» ... €,.:,_, sämmt- 
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lich verschwinden, so dass man eine mit der Potenz (z-a)’t"-! beginnende 
Reihenentwicklung für y erhält. 


11. 
Der zweite Theil des Satzes sagt aus, dass, wenn 5b nicht ganzzahlig 
ist, das »‘° Integral durch ein Product 
11) y= (z-a) 0 +0O(z-a)+0,(2-a)-+-.-|, 
in welchem die Reihe convergent, ai C, von Null verschieden ist, gebilde!i 
wird. Auf die Existenz eines derartigen Integrals wird man sogleich hinge- 
wiesen, wenn man in die Gleichung (1.) für y die Reihe 
y = (,(z-a) +0, (-a) "+ (z-a) tt... 

einselzt. Dann ergiebt sich für die Grössen C das Gleichungssystem: 

‚(0),n!—(0),_,(a—1)!b C,= 0, 

(o+1),r!— (o+1),-ı(a—N)!b C, 


— (0),_,(a—1)!E,(a)+(0),_,.(n—R)! Er (a); 
(12.) \ . . . . . . . . . . . . . * . . . . . . 


(o+m),n!— (0-+m), (n—1)!b! C, 
= ‘(o+m—1),_(Ra—1)!E,(a)+(0o+m—1),_„(n—2)!E,(a)|C 
eic. 


m % i 


Die erste der Gleichungen (12.) giebt an, welche Potenzen das Anfangsglied 
der Entwicklung von y bilden können. Damit €, von Null verschieden sei. 
muss o der Gleichung genügen: 


(13.) (0),n!—(0),_,(a—1)!b = 6 (0-1) (0-2)... (o—n+?2) (o—b—n+1) =V. 
Die „—1l Wurzeln o=0, o=1, 0=2,... o—=n—2 belrelfen die im ersien 


Abschnitt behandelten Integrale; denn wegen der Willkürlichkeit der »—1 
ersten Constanten kann man die Reihe (2.) auch mit jeder der Potenzen 
2—a, (2-4), ... (2—a)"” beginnen lassen. Die »! Wurzel der Gleichung 
(13.) giebt den Werth 

| b+-n—1. 
welcher hier in Betracht kommt. 

Setzt man in (12.) den Werth 5+»—1 für o ein, so wird der Factor 
von €, in derjenigen Gleichung, welche €, zuerst enthält und in Folge dessen 
bestimmt, gleich dem Ausdruck 

m(b+m-+1) (b+m+?2) (b+m-+3)...(b+m+n—1). 


Dieser Factor kann nur gleich Null werden. wenn b eine negalive ganze 
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Zahl ist. Durch das Gleichungssystem (12.) werden somit sämmtliche Grössen 
C,. ©, ete. als eindeutige lineare Functionen von C,, welches allein will- 
kürlich bleibt, bestimmt, ausgenommen den Fall, wo b gleich einer negativen 
ganzen Zahl ist. Findet letzteres statt, so liefern die Gleichungen (12.) keine 
bestimmten Werthe für die Coefficienten der Reihe (11.); das Gleichungs- 
system deutet alsdann auf den logarithmischen Grenzfall hin, wo ein Theil 
der Coefficienten unendlich gross gegen die andern wird. 

Aber auch in dem Falle, wo b eine positive ganze Zahl oder Null 
ist, giebt die Gleichung (11.) nicht das »*° Integral von (1.). Allerdings er- 
hält man aus (12.) eindeutige Werthe für die Coefficienten C; indessen ist 
die so bestimmte Reihe (11.) nur eins der früher gefundenen partliculären 
Integrale. Denn für positive ganzzahlige Werthe des 5b, den Werth Null ein- 
begriffen, wurde nachgewiesen, dass eine convergente Reihe, in welcher die 
Potenz (x—a)’'”' das Anfangsglied bildet, der gegebenen Differentialgleichung 
genügt. Mit diesem Integral wird die Reihe (11.) identisch. Letztere kann 
folglich das »t° Integral der Gleichung (1.) nur in dem Falle, dass 5b nicht 
sanzzahlig ist, darstellen. 

Die Gleichung (13.) zeigt, dass bei den einfachen singulären Punkten 
je »—1 particuläre Integrale insofern denselben Charakter haben, als sich 
rationale Anfangspotenzen für ihre Entwicklung ergeben. Es macht eine 
wesentliche Eigenschaft der einfachen singu.ären Punkte aus, dass dieses gleich- 
arlige Verhalten von »—1 Integralen niemals zu Logarithmen führt. Nur das 
n‘® Integral giebt, wenn es aufhört, irrational wie eine Potenz zu sein, im 
Allgemeinen logarithmische Glieder. 

Um die Convergenz der Reihe (11.) zu beweisen und gleichzeitig 
Schlüsse für den Fall, wo b ganzzahlig ist, zu erhalten, benutzt man den 
Zusammenhang, in welchem die » Integrale der Differentialgleichung unter ein- 
ander stehen; durch die im ersten Abschnitt hergeleiteten »—1 Integrale ist 
auch das x‘° Integral vollständig bestimmt, da bekanntlich mit Hülfe derselben 
die Gleichung (1.) auf eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung re- 
dueirt werden kann. 

Man schliesse den Fall, dass b eine positive ganze Zahl oder Null ist, 
vorläufig aus. Dann sind in dem Integral (2.) die »—1 ersten Coeflicienten 
willkürlich; man kann also ec, von Null verschieden annehmen. Man bezeichne 


durch die Reihe 


vd, = Got Gılra) + C3 (Ta) +, 
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WO €,, nicht gleich Null ist, ein Integral von (1.). und führe mittelst der 


Substitution 
y=- ec fwı dr 


die Variable w, an Stelle von y ein. Es folgt für w, die Differentialgleichung 
»— 1 Ordnung 


























di, (| (mn), do, N d"=? ww, 
TA) — = I c—a)+KE,( u 
\ da"! N v, dx \ ı( N dx"? 
\ (2), dv, (n—1), dv, " } dw, 
2. r c—A) = I Zu ( ae 
r| vo de \ Re v dx BAR. EB: \T)| da | 
! ) (R)n—ı d"-!p N 4 (n—1).-.2 dv 1 ı L' 
ed red + HE, 


1 1 


welche wieder « zum einfachen singulären Punkt und 5b zur zugehörigen Zahl 
desselben hat. Denn da v, für z=a nicht verschwindet, so sind sämmtliche 
Coefficienten der Gleichung eindeutig und stetig in der Umgebung von a; und 
aus demselben Grunde nimmt der Coefficient der zweithöchsten Ableitung 
für e=a den W erth b an. 

Indem man das angewendele Verfahren wiederholt. erniedrigt man. 
unter Beibehaltung der Form der Differentialgleichung, successiv die Ordnung 
derselben. Es sei 

vo = Got la) + CH (T-a) +, 
wo 6, von Null verschieden, ein Integral der Gleichung für »»,. und man 


nehme w, = vo. fw..de, etc. Die Substitutionen 


(14.) y= of: di, wı, = ofw.de, = v,fw.dz, 0. f%.-. dx 


ergeben für ®,_, schliesslich eine Differentialgleichung erster Ordnung 


\ dw.-ı 


(15.) (x —4) Fix D.-1s 


de 
wo die Function F(x) eindeutig und stetig in der Umgebung von a ist und 
für ©=a den Werth 5 annimmt. Setzt man demnach 

F(xz) = b-+(r-a)f(x). 
so wird die Gleichung (15.): 


wm = | _ + fe)lde, 


Ca—ı z—d 
logw,_, = blog(r—a)- hr ef 


I 9 xz-—a) e 
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Aus der Eindeutigkeit und Stetigkeit von f(x) in der Umgebung des Punktes «a 


IAx)dx 


folgt dieselbe Eigenschaft für /f(x)dx und e ; die letzterwähnte Function 


ist ausserdem für =. jedenfalls von Null verschieden. Nennt man also 


ef 7 _ Ela) = k+kla-a)+k(—a)+---, 
so ergiebt sich für w,_, die Gleichung 
16.) w.=(z-a)’@G(z) = (z—a)’ {k,+k,(x—a) +h,(2-a)’ ++}, 
in der die Reihe convergent, und A, von Null verschieden ist. 
Um y zu erhalten, hat man, gemäss den Substitutionen (14.), den 


obigen Ausdruck »—1 Mal zu integriren, indem man nacheinander mit e,_,, 
. ©, multiplieirt. Macht man die Integrationsconstante bei allen »—1 


Ün—29 
Integrationen gleich Null, so ergiebt sich das gesuchte »° Hauptintegral. Da 
keine der Grössen ©, ®» ... ®,_ı fir 2=« verschwindet, so hat die Mul- 


tiplication mit denselben keinen Einfluss auf die Anfangspotenz. Hieraus er- 
giebt sich der Schluss, dass für ein nicht ganzzahliges b die Potenz (e—a)’+"" 
zur Anfangspotenz wird, und dass nach Abtrennung des Factors (2—a)’*"' eine 
bei dem Punkte «a eindeutige und stetige Function übrig bleibt. 

Es ist somit bewiesen, dass, sobald b nicht gleich einer positiven oder 
negativen ganzen Zahl oder gleich Null ist, der Differentialgleichung (1.) stets 
durch einen Ausdruck 

y = (2-a)’'"[0,+0,(2-a)+C,(2-a)’+:--\ 
Genüge geschieht, in welchem die Reihe convergent, und €, von Null ver- 
schieden ist. 

Wenn 5b gleich einer negativen ganzen Zahl ist, wird das »*° Integral 
ebenfalls durch die Gleichungen (14.) und (16.) bestimmt. In diesem Falle 
entstehen aber im Allgemeinen durch Integration der Potenz (2—a)”' logarith- 
mische Glieder. In speciellen Fällen können letztere fortfallen, indem die 
Factoren derselben gleich Null werden. Um für eine gegebene Differential- 
gleichung zu entscheiden, ob das »t° Integral den log (x—a) enthält, oder nicht, 
hat man die Anfangsglieder der Entwicklungen der betrelfenden Functionen 
zu berechnen, so weit dieselben für die negaliven Potenzen von z—a in Be- 
tracht kommen. Aus dem Umstande, dass keine der Grössen ®,. ®, ... ®,_ı 
für 2=a verschwindet, ergiebt sich die Regel, dass das Integral nur dann 
irei von Logarithmen ist, wenn bei jeder der »„—1 in (14.) angegebenen 


s 
/ 


Integrationen die zu integrirende Function die Potenz (e—a)”" nicht enthält. 
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Es bleibt übrig, den Fall eines ganzzahligen positiven b zu behandeln, 
für welchen ebenfalls das »*t° Integral im Allgemeinen logarithmisch wird. 
Man wendet, wie vorher, die Substitutionen (14.) an, indessen wird die Ent- 
wicklung dadurch eine andere, dass ®,_, für c=a verschwindet. Es wurde 
im ersten Abschnitt gezeigt, dass, wenn b eine positive ganze Zahl oder Null 
ist, in der Reihe (2.) der Coefficient c,,„_, und ausserdem »—2 der Grössen 
Ey» Cs 20. Cyynn Willkürlich bleiben; für letztere kann man im allgemeinen 
Falle die Coefficienten &,, €, --. €„_; nehmen. Die »—2 ersten Substitutionen 


eo £) . 
y- cf w,de, w, = vw. " A 0..f w.-: dx 


führen dann zu demselben Resultat wie in dem früheren Falle; man erhält 
für ©,_, eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 


’n—?2 


dw„_.2 





s / \ d’ Wn—? ar 
(17.) (T-0) = F\, (T) 


in welcher die Functionen F,(x) und F;(x) für das Gebiet des Punktes «a 
eindeutig und stetig sind, und erstere für e=a gleich b wird. 

In gewissen Fällen sind, wie im ersten Abschnitt ausgeführt wurde, 
auch die Grössen ©, ©, ... ®,_» nicht sämmtlich von Null verschieden. 
Dann modifieirt sich die Gleichung (17.). Indessen soll auf diese speciellen 
Fälle nicht weiter eingegangen werden, weil es sich hier nur darum handelt, 
das Vorhandensein der logarithmischen Glieder für den allgemeinen Fall nach- 


+ F; (2) W129 


dx 


zuweisen, und weil das x‘ Integral doch immer durch die »—1 übrigen voll- 
ständig bestimmt ist. 

Bei der Gleichung (17.) redueiren sich die a„—1 willkürlichen Con- 
stanten der Reihe (2.) auf die eine Grösse c,,,; man erhält für (17.) das 
partikuläre Integral: 


\b+ / h-12 Ä \A43 | 
0. = (e-a)’ + (a-a)’’+c" (aa) +. 


Die Substitution 
Mn 5° 0... dc 


siebt alsdann für w,_, die Differentialgleichung 


. dıw„._ı \ 2 (2—a dv„_ı N / 
2a) — I. - ——-+F (x) w 
(@ ’ des \ ©. dx Tal 


in welcher die zu a zugehörige Zahl nicht mehr gleich 5 ist. Die Entwicklung 
2(z—a) dv, . : Ä 
vos — ) — beginnt mit dem constanten Gliede 2(5+1), und die von 
n—1 


F,(x) mit db; die Gleichung für w,_, gewinnt demnach die Gestalt 











\ dw„_ı 


(e-0) 7 = |-(b+2)+(2-a)f(e)| w.-ı, 





| 








t 


dl 


ın 
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wo f(x) in der Umgebung von a eindeutig und stetig ist. Hieraus folgt für 
w,_, der Ausdruck 


—0—?2 ft x)dx BE E  . 
(18) »,un=(2-a)”‘ e/ — (2-a)"°G (x), 


in welchem @(x) eine bei a eindenlige und stetige Function, die für 2=a 
von Null verschieden ist, bedeutet. 

Stellt man aus letzterer Gleichung den Werth von y her, so entsteht 
bei der Integration des Ausdruckes (18.) aus der Potenz (2—a)"' ein loga- 
rithmischer Summandus. Derselbe fällt nur dann fort, wenn in der Entwicklung 
von (@(x) nach aufsteigenden Potenzen von z—a der Coelficient der Potenz 
(2-a)’*' gleich Null ist. Also ist auch für ein positives ganzzahliges b und 
für b=0 das »‘ Integral der Differentialgleichung (1.) im Allgemeinen lo- 
garithmischer Natur. 

Hiermit sind die behaupteten Eigenschaften der Integralfunetion y in 
Bezug auf den einfachen singulären Punkt a in allen Stücken bewiesen. 

Bei jedem endlichen Werthe erkennt man ohne Weiteres, ob derselbe 
ein einfacher singulärer Punkt einer gegebenen Differentialgleichung ist, oder 
nicht. Dagegen erfordern die Bedingungen, unter denen der Werth 2=x 
ein einfacher singulärer Werth einer linearen Differentialgleichung wird, eine 
besondere Analyse. Es soll die Frage hier etwas allgemeiner gestellt, und die 
Bedingung dafür, dass der Werth =» ein einfacher singulärer Werth für 
das Produet x’y sei, in den Grundzügen hergeleitet werden. Der Exponent © 
bleibt beliebig, so dass für o=0 die Function y selbst den Werth =» zum 
einfachen singulären Werth haben würde. 

Die Function y sei durch eine Differentialgleichung 





a HE ER u d"?y , 
(19.) —-ı F(2)—— + F(z) ze t+..t- FM {2)e = OÖ 
dr NT ar 2\ et! DEn\T)Y 
bestimmt; man substituirt 
[#1 1 
Een 2=— 


und verlangt, dass die sich ergebende Differentialgleichung zwischen 7 und 
t die Form habe 


d" N ® de! n . d"- ? 7 s 
t—+E,D ——— +E, D —— + +E,Ün = 0 
di" [ ı\ de! ' -\ der? / . 
wo die Functionen E,(Ö, EN), ... E,(f) in der Umgebung des Punktes 


t=0 eindeutig und stetig sind. 


u 
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Setzt man für die Ableitungen von y ihre Werthe ein 


BE 2; dr rer 
A ya FT, 


so führt die gestellte Anforderung unmiltelbar zu Beschränkungen der Functionen 
F(x) hinsichtlich ihrer Entwicklung nach fallenden Potenzen von x. Man 
findet, dass bei dieser Entwicklung, für ein beliebiges i, die Function F,;(x) 


1 1 
nn Baar enthalten 











: n ’ 1 
weder ein constantes Glied, noch die Potenzen ar 


darf, und es ergiebt sich demgemäss für F,(x) die convergente Reihenent- 
wicklung: 


- 0 K;ı K; 
a zitHl + art? +" 


Für die EEE mit ganzen rationalen Coefficienten folgt 
aus der Gleichung (20.), dass, wenn 2 = ein einfacher singulärer Werth 





(R0.) Fi(se) = 


für x’y sein soll, der Grad des Coefficienten von zı um ‘ den Grad des 











de j 
Coefficienten von er übersteigen muss. Dies zeigt, dass der Coefficient 

1" u . ’ . . 
von Fer mindestens vom Grade » ist. In dem einfachsten Falle erhält daher 
die Differentialgleichung die Gestalt 

id; — d’!y | ‚dy 

21) pl) nt pe) at tet tr po > 0: 








wo g,(a) eine ganze Function :“® Grades, und g, eine Constante bedeutet. 

Ausser den Gleichungen (20.) ergeben sich aus der Forderung, dass 
x =» ein einfacher singulärer Werth für x°y sein soll, eine Anzahl von 
Bedingungsgleichungen für die ersten Coefficienten K;,, K,;.. K,, etc. der 
Entwicklungen von F;(x). In dem erwähnten einfachen Falle der Gleichung 
(21.) führen diese Bedingungsgleichungen direct zu der Differentialgleichung 
der hypergeometrischen Functionen x» Ordnung, welche ich in einer früheren 
Arbeit *) definirt habe. 

Es geht hieraus hervor, dass, sobald der singuläre Werth & =» be- 
rücksichtigt wird, die Betrachtung der einfachen singulären Punkte mit Noth- 
wendigkeit zu den erwähnten hypergeometrischen Functionen führt; gleich- 
zeitig beweisen die gegebenen Entwicklungen, dass die hypergeometrischen 
Functionen te Ordnung einfacher und elementarer sind, als irgend welche 
andere durch lineare Differentialgleichungen »!* Ordnung definirte Functionen. 


Berlin, im August 1870. 





*) Dieses Journal, Bd. 71 
































Notiz über die Herleitung der hypergeometrischen 
Differentialgleichung. 


(Von Herrn L. Pochhammer.) 





Die hypergeometrischen Functionen »!“ Ordnung wurden im 71°" Bande 
dieses Journals dadurch definirt, dass ihre Eigenschaft, an den endlichen sin- 
sulären Punkten je »—1 eindeutige und stetige Integrale und ein wie eine 
Potenz mehrdeutiges (und resp. unstetiges) Integral zu enthalten und für x = x 
das nämliche Verhalten nach Multiplication mit =’ zu zeigen, direct ange- 
seben wurde, was ausreichend war, um ihre Differentialgleichung aus der diese 
Fälle enthaltenden Differentialgleichung des Herrn Fuchs herzuleiten. Die 
hypergeometrische Differentialgleichung lässt sich indessen in etwas einfacherer 
Weise ableiten, wenn man nicht die Gleichung des Herrn Fuchs benutzt, 
sondern die in dem vorstehenden Aufsatz entwickelte Theorie der einfachen 
singulären Punkte linearer Differentialgleichungen zu Grunde legt. Die De- 
Iinition der allgemeinen hypergeometrischen Function wird hierdurch in formaler 
Beziehung modifieirt; die Differentialgleichung, deren vollständiges Integral 
sie ist, wird jedoch genau in derselben Gestalt erhalten. 

Man definire die allgemeine hypergeometrische Function 


H Fri An, 
IL 
WE TE 


als das vollständige Integral derjenigen linearen Differentialgleichung nt Ord- 
nung, bei welcher 
I) a, @, ... a, einfache singuläre Punkte mit den zugehörigen Zahlen 
bı+i—n, bb+i—n, ... b,+A—n sind, 
2) der Werth x ein einfacher singulärer Werth für das Product x'*H, ist, 


3) ausser 4, @&, ... a, und oc kein singulärer Punkt existirt, und keine 
der n-+1 zugehörigen Zahlen eine ganze Zahl ist. 
Diese Festsetzungen bestimmen die Function; dieselbe ist völlig frei von lo- 
garithmischen Unstetigkeiten. 
Aus der Bedingung, dass a,, @,,.... a, einfache singuläre Punkte sein 
sollen, folgt, dass die Differentialgleichung die Form 
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za) (2-4)... (2—a,) u 
(& ı)\E TA)... ”, da 
di, dr-? ! d—#7 e 
+E,(&) a HE @) Gt te) rt HE le)y = 0 


haben muss. wo E,(z),. Ex(x),. ... E,(x) Functionen bedeuten, welche für 


z—=l. lb, ... a, stetig und eindeutig bleiben. Da aber a,,. &,. ... a, als 


die einzigen endlichen singulären Punkte vorausgesetzt wurden, so sind 
Ex). E,(x), ... E,(x) für alle endlichen Werthe von x stetig und eindeulig. 
Auf die Bedingung, dass der Werth & für das Product ='"y ein 
einfacher singulärer Werth sei, ist in der vorstehenden Abhandlung näher 
eingegangen worden. Es muss hiernach der Quotient 
Ex(x) 
(2— a) — a,)...(2— Q,) 





nach Multiplication mit x” in eine convergente, nur die negativen Potenzen 
von x enthaltende Reihe entwickelbar sein. Da nun E,(x) keinen endlichen 


Verzweigungs- oder Unstetigkeits-Punkt hat, und auch für z=wx nach Mul- 
k 
cz 





tiplicalion mit oder, was hier dasselbe ist, mit —. 
li 


(z—-a)(2 — a,)...(2—a,)’ 


stetig und eindeutig sein soll: so ergiebt sich, dass E,(x) eine ganze Function 
n—ktn Grades ist. Die Differentialgleichung hat also die Gestalt 
d"y d!y d’ı 


| | en; dy | 
PnlE) Tan tr Pa le) a tt pl) et + (e ty ad. 


da" de"! 





wo g,(x) eine ganze Funclion kt" Grades von = bedeulet, und %, constant ist 

Nachdem diese Form der Differentialgleichung gewonnen ist, geschieht 
die weitere Bestimmung der Constanten in derselben Weise, wie im ersten 
Abschnitt der Abhandlung über die hypergeometrischen Funclionen (Bd. 71) 
angegeben ist. 

Durch den Satz über die einfachen singulären Punkte ist gleichzeitig 
der Beweis geliefert, dass der erhaltenen Differentialgleichung an jedem end- 
lichen singulären Punkte durch »—1 stetige und eindeulige Integrale und durelı 
ein Integral, welches nach Division mit einer Potenz stetig und eindeutig ist. 


| 


senügt wird, und dass für = w dasselbe von dem Producte x 


Berlin. im October 1870. 


y gilt. 

















Zusatz zu dem Aufsatze „Ueber einige Sätze von 
Steiner und ihren Zusammenhang mit der zwei und 
zweigliedrigen Verwandtschaft der Grundgebilde 
ersten Grades.“ 


(Von Herrn Eduard Weyr in Prag.) 





In den genannten p. 18 des 71‘ Bandes abgedruckten Aufsatz hat sich 
ein Irrthum eingeschlichen, auf welchen ich von meinem Bruder Emil Weyr 
bei Gelegenheit einer gemeinschaftlich vorgenommenen Untersuchung mehr- 
deutiger Grundgebilde ersten Grades aufmerksam gemacht wurde. Dieser 
Irrthum soll nun in Kürze corrigirt werden. 

Seien S und > zwei zwei und zweigliedrig verwandte Büschel d.h. 
es bestehe zwischen den Theilverhältnissen x und 5 entsprechender Strahlen 
eine Relation von der Form 

1.) zAP+BSE+C)+e(AEP+BS+CON) + A E+B"E+C" 0, 
und sei e ein solcher Strahl von S, dass die ihm in I zugeordneten Strahlen 
&, & in ein Element &, zusammenfallen, d.h. ein Doppelelement von I bilden. 
Dreht man die Büschel um ihre Scheitel so lange, bis die Strahlen e und &; 
(welche als reell vorausgesetzt werden) in den S und > gemeinsamen 
Strahl SE SE fallen, so gehört dieser dem von S und I erzeugten Orle C©, je- 


denfalls an. In dem besagten Aufsatze habe ich nun behauptet, dass SZ doppelt 
zu zählen sei d. h. dass sich das Erzeugniss der Büschel auf ihn und eine 
Curve zweiter Ordnung reduciren müsse. Dies ist der begangene Fehlschluss. 
Schneidet man nämlich die Büschel durch eine willkürliche Tansversale T, 
so entstehen auf derselben zwei zwei und zweigliedrig verwandte Punktreihen, 
für welche man wiederum die Verwandtschaftsgleichung in der Form (1.) 
voraussetzen kann. Misst man dabei x und 5 bezüglich des nämlichen Punkte- 
paares, so liefert (1.) für 2=S eine POROOENE, welche die Schnittpunkte von 
T und €, charakterisirt. Natürlich muss SZ ,„ da sich dieser Strahl selbst ent- 
spricht, T in einem der vier Punkte treffen, wesswegen SY wirklich zu dem 
Orte C, gehört; es fragt sich nur, ob die Coordinate x, dieses Schnittpunktes 


eine doppelte Wurzel der Gleichung 
x (Ar’+Be+C0)\+2(Ac+Bc+C)+(A’e+B’c+l0"N = 0 
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ist. Der Kürze halber wollen wir den Punkt «, selbst als einen der zwei 
Grundpunkte annehmen, bezüglich welcher man x und 5 misst. Weil &, dem 
Strahle e doppelt entspricht, so muss die Gleichung (1.), wenn man 2=x,=0 
setzt, von dem Werthe &=x,=0 zweimal befriedigt werden, oder B'’=("=0 
sein. Somit sind die vier Schnittpunkte von T und C, durch die Gleichung 
x (Ar’+Be+C)+x(Aa+Bce+C")+A”c® = 0 charakterisirt, und offenbar 
ist 2=0 eine einfache Wurzel derselben. Somit trifft jede Transversale €, 


erstlich in dem Punkte, wo sie S& schneidet und dann noch in drei weiteren 
Punkten; oder: in der angenommenen speciellen Lage erzeugen S und & 





ausser S> noch eine Curve dritter Ordnung (;. 
Ist der Strahl &,, so beschaffen, dass der ihm in S ausser e zugeordnete 
Strahl mit e zusammenfällt, d. h. dass e auch ein Doppelstrahl von $ ist, so 
wird aus denselben Gründen C’’=C=0 sein, d.h. wir erhalten für unsere 
auf T gelegenen vier Punkte der Curve C, die Gleichung 
x (Ar’+Bx) +2(Aa+Ba)+A'c = (0, 
welche £&= O0 nun zu einer doppelten Wurzel hat. In diesem Falle reducirt 
sich €, wirklich auf die doppelt gezählte Gerade SZ und einen Kegelschnitt. 
Zwei Gebilde S und 3, in welchen die beiden Doppelstrahlen e, und &,, sich 
entsprechen, erzeugen in allgemeiner Lage offenbar eine Curve C,, welche 
in dem Schnitte von e, mit &, einen Doppelpunkt hat und somit ihrer drei be- 
sitzt. Demgemäss gelten die in dem früheren Aufsatze gegebenen Beweise nur für 
Curven €, mit drei Doppelpunkten und für Curve C, mit einem Doppelpunkte. — 
Ich trage nun den Beweis der Steinerschen Sätze für Curven vierter Ordnung 
mit zwei Doppelpunkten und für allgemeine Curven dritter Ordnung nach. 
Seien P und Q zwei Punkte einer Curve dritter Ordnung C, und A ein 


weiterer Punkt derselben. Es treffe PA die Curve C, in B, QB in C, PC 


in D, ...,. und man gelange schliesslich bei derartigem Linienziehen wieder 
nach A. Dann hat man auf C, ein 2»-Eck ABCD..., dessen Seiten AB, 
BC, CD, ... abwechselnd durch P und 0 gehen. Gesetzt, es existire ein 


zweites derarliges 2»-Eck A’B’C'... auf C,. PBezeichnet man die durch P 
sehenden Seiten dieser Polygone durch 123..., 1'2'3’..., die durch Q lau- 
fenden Seiten derselben jedoch durch LIE III..., VIVIIT.... so hat man sowohl 
in P, als auch in Q je zwei Strahlengruppen 12..., 1'2’... resp. IL.... 
I”... jede zu » Strahlen. Die zwei Gruppen in P bestimmen vollkommen 
eine Strahleninvolulion J, nt“ Grades, und jene in Q eine Involution J, der- 
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selben Ordnung. Selbst dann, wenn die 22-Ecke ABC..., A'B'C'... un- 
endlich nahe wären, sind J 


„ 


und J, vollkommen bestimmt, wie man sich durch 
Zuhilfenahme der in den Eckpunkten der Polygone gezogenen Tangenten von 
C, leicht überzeugt. — Auch kann eines der Polygone z.B. das zweite die 
besondere Lage haben, dass eine seiner Seiten z.B. 1'= A’B’ ein Strahl e 
des Büschels ? ist, welchem in Q ein Doppelstrahl &,, entspricht, d. h. es 
kann A’B’ die Curve in A’= B’ berühren. Um die Entwicklung nicht un- 
nütz zu erschweren, nehmen wir etwa 2 =» an, d.h. wir setzen die Existenz 
zweier Steinerschen Sechsecke ABUDEF, A’B'C'D'EF' voraus. und zwar 
soll die durch P gehende Seite A’B’ die Curve in A’—= B’ berühren. Dann 
ist offenbar A’=B’, C’ = F’ und D'’=E', und die durch Q laufende Seite 
D'E' muss die Curve (, tangiren, was sofort anschaulich wird. wenn man 
sich das Sechseck A’B'C’D’E'F' durch eine Zeichnung versinnlicht und nach- 
her A’ mit B’ zusammenfallen lässt. Nun it Ab’=1', 0’ D'=-?%', EF—=3' 
und somit 2’=3'; ebenso hat man B’C'=T, DE=-I', F'A'—= III, daher 
’—1II. Bezeichnet man die Theilverhältnisse der Strahlen 1231’2’ dureh 
20,0%, jene von TIL III hingegen mit 5, ete., so stellen uns die 
Wurzeln der Gleichung 
(22) 2-0) 2 —-0,) +42 —2)\C —-%) = U, 

wobei 4 ein veränderlicher Parameter ist, die Theilverhältnisse x der Strahlen 
einer Gruppe von J, dar, so dass J, wirklich ganz unzweideutig gegeben ist. 
Erselzt man x durch & und die arabischen durch römische Ziffern. so erhält 
man jene Gleichung, welche die Involution J, liefert. 

Die Involutionen J, und J, kann man agf einander projectivisch be- 
ziehen, und zwar ordnen wir der Gruppe 123... die Gruppe I IL IIL..., 1'273... 
jedoch VIII... zu; hierauf wählen wir auf €, einen willkürlichen Punkt 
p und lassen dem Strahle Pp den Strahl 0» entsprechen. Die so projectivisch 
verwandten Involutionen J,J, erzeugen durch den Durchschnitt entsprechender 
Strahlen eine Linie C,, von der Ordnung 2», welche in P und Q »-fache 
Punkte hat. Nun liegen offenbar die Ecken der beiden Polygone nebst p auf 
C,,, und überdies fallen in die Punkte ? und 0 je » Schnittpunkte von €, 
und C,,, so dass wir 2.2» +2n-+1 = 6»+1 beiden Curven gemeinschaftliche 
Punkte kennen *); desswegen muss (©, einen Theil von C,, ausmachen. Je 


“) 


Dieser Schluss wird dadurch, dass A’B’C'... die betrachtete specielle Lage 
I ® ’ Ye. ‘ .. , y Y » 
hat, nicht aufgehoben. In dem für a = 3 näher untersuchten Falle z. B. hat (©), in 
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zwei Strahlen von P und Q, welche sich auf (, treffen, entsprechen einander 
in den Involutionen J, und J,. Geselzt nun, man construire auf ©, der frühe- 
ren Angabe gemäss eine neue Folge von Punkten A"B”C"”..., wobei der 
erste A’ willkürlich ist, so kann man dies in der Weise auflassen, dass man 
zu PA” den entsprechenden Strahl OB”, zu diesem wieder den zugeordneten 





PC" etc. in den zwei Involutionen J, und J, construirt. Weil aber in J, 
und J, einander nur Gruppen zu » Elementen entsprechen, man also bei diesem 
Linienziehen sowohl in ? als auch in Q nur auf Strahlen entsprechender 
Gruppen stösst, so müssen sich auf diese Art in P und Q je » und nur 
Strahlen ergeben d.h. der 2»+1t° Punkt der Folge A"B’C”... muss mit 
dem ersten A” zusammenfallen. Wir ersehen daraus. dass, wenn man zwei 
Steinersche 2n-Ecke auf C, angeben kann, es ihrer unendlich viele giebt 
(so dass jeder Punkt A” von C, in einem derselben liegt), und dass es Steiner- 
sche Polygone anderer Seitenzahl nicht geben kann. Ganz in derselben Weise 
kann man diese Behauptung für Curven vierter Ordnung C, mit zwei Doppel- 
punkten P, Q beweisen, was hier der Kürze wegen unterlassen werden soll. 
Geselzt, man habe auf einer Curve (, (oder €, mit zwei Doppelpunkten 
0) ein Steinersches 2n-Eck ABC...M d.h. ein Polygon,. dessen Seiten 
AB, BC, CD, ... abwechselnd durch zwei feste Curvenpunkte P, O laufen. 
Jeden Strahl von P oder Q bestimme man durch sein Theilverhältniss x resp. 
bezüglich je zweier willkürlicher Fundamentalstrahlen, und seien z,r,...x, 
die Theilverhältnisse der durch P gehenden Polygonseiten AB, CD, EF ete., 
S,&...£, hingegen die Theilverhältnisse der zum Büschel Q gehörigen Seiten 
BC, DE, FG ete. Zwischen den Theilverhältnissen x, & entsprechender 
Strahlen der Büschel P und Q d. h. solcher Strahlen, welche sich auf €, 
'relfen. besteht eine Gleichung von der Form 
Gi, = a(AE+BS+O)+E(AEP+BSE+HON HA EH+BS+C"= 0, 


und wir selzen der Kürze halber 





G(z,S) = H+EITD+El =-EOle)+S5P(x)+S(e 
Dilferentiirt man diese Verwandtschaltsg! a so Kamm 
E ROH +UH __ AD 
de 2:0(&)+P(a) Bea, & , 


eine Gleichung. welcher die Differentiale de und ds genügen müssen, wenn 
die Strahlen »+dx und S-+dS einander auf C, schneiden und umgekehrt. 


i 


F' einen Dis pelpunkt und berührt €, in A=B' und D’=E!, so dass die Ecken 
des Sechsecks A’B'Ü'D'E'F' dennoch 2n=6 S Schnittpunkte von C, und C, repräsentiren. 
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Man nehme den A benachbarten Curvenpunkt A’, ziehe PA’, bis C, in 
B' getroffen wird, ziehe OD’, welche Gerade (©, in ©’ schneiden mag. u. s. w.. 
bis man schliesslich zu einem Nachbarpunkte M’ von M gelangt; so hat man 


auf C, ein 2n-Eck A’B’C’...M', dessen » Seiten A’B’, C’D’, ... UM’ dureh 
P gehen, und dessen »—1 Seiten B’C', D’E', ... K’L' dem Büschel 0 ange- 
hören. Seien die Theilverhältnisse der ET P gehenden Seiten x,—+ da,. 





+da,, ... z,+de,, jene der zum Büschel Q gehörigen dagegen Sı+-dS,. 
| a 22. Sacıt dS,_ı. Verbindet man A’ mit Q, so erhält man einen Strahl. 
dessen Theilverhältniss S,+ds, sein möge, dagegen wollen wir das Theilver- 
hältniss von MO durch &,+0S, bezeichnen. A'M' würde durch () gehen. d.h 
A'B'C'...M' würde wiederum ein Steinersches 2»-Eck sein. wenn die Dif- 
ferentiale ds, und JS, einander gleich wären; dies soll nun bewiesen werden. 

Man kann alle angeschriebenen Differentiale aus d.r, berechnen: nament- 





k A(z,,&,) 
lich ist ds, = dx, und 
a 73 , Sn J 
& dE, den AS, dr, d& 
dE, > - 7 ... — ° dc. 
de, dE, ins dz,_ı ab, de, 
oder aber 
Je — _ Am EN) ,__ Ban Su), Alam, Eu-ı) AB d) 4. 
gr B(z,, &.) Aa RE KAP, Hs; 3 I} b I; 5. ET 


Berücksichligt man wegen des Zeichens, dass die Anzahl der angeschriebenen 
jrüche (Differentialquotienten) 2»--1 ist, so verwandelt sich die zu beweisende 


Gleichung 5, = dS, sofort in: 


7 n 


m er A herein)... ie, 
} ( 


I) 


te urn + A re) Bl, 5) Br, Be, 


Fr, 


Olfenbar entsteht die eine Seite der Gleichung aus der andern, wenn man auf 
die unter dem Funclionszeichen A stehenden Buchstaben z,. ... x, die Sub- 


n 


stiltuion &X,...2,x, und auf die unter dem Zeichen DB befindlichen Grössen 
S...5, die eyelische Substitution 5 S;,...5,& anwendet. Um den Beweis der 


n 


Richtigkeit der vorstehenden Gleichung nicht unnütz zu complieiren. nehmen 
wir einen besonderen Fall, etwa » = 3. Wir setzen also auf (Ü, ein Steiner- 
sches Sechseck ABCDEF voraus und construiren das unendlich nahe Sechs- 


eck AB'C'D'E'F'. Die zu ie Gleichung lautet dann 


Un 


A(z,,$&)A(z;, 5) A(z,,&)B (&,, 5)B(z., 5)B(z;., 
= 42,5) Ala:, 5) Al, &)B (a, 5) Bin, &)B(z,, 
wir wollen je drei Factoren durch einen Buchstaben bezeichnen und schreiben 
die Gleichung in der Form 


12 % 
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LE = u, 
Nun soll gezeigt werden, dass L=—L und K=-—K' 


Da je zwei Werthe x, 5, welche beisammen unter dem Functlions- 
zeichen A oder B sich vorfinden, die Verwandtschaftsgleichung @(z, 5) = 0 
befriedigen, weil sie ja Theilverhältnisse von Strahlen sind, welche sich auf 
C, treffen, so hat man für dieselben 


ei ae BEST ii A 
> Bi x < 








Daher ergiebt sich das Product 


























yrr’® y 5 = ‚ye 
5: ZS(E)8(E x 5 ie \ z, . r Di 
D, T,%, za DL, ; Tr i T, T, i 
nk u s EC . r t 2,x . . ; 
+ — IE)FE)FEH)- ER E)LE)EH)- 22H) LE) ($ 
"za, (S3 S)<($) a ()S2(S)=(Sı) z, (S3)E (5) < (52) 
>. 3, ” = “ u; e - 
e -LE)AE)E(E)+ Em (E)2(E)I2(E,) 
U 
Den Ausdruck für Z’ erhalten wir — wie schon bemerkt wurde — indem 
wir 2,0, , in diesem Ausdrucke cyelisch permutiren, d.h. es ist 
N ( E)LI(E x. BER 2 & 4 Tc m ra un. 
= — =) CORE -LE)EH)FIH)+ IE) I(5) (5) 
22,2, T,X, am: DL, LT, 
TI, g: a ir vo. ” . ” en " en 
- 2(E)E(E) FE) — 2 (E,)I2lE) FE) E02 (8) 2 (E) 5) 
2, T, Ei LT, , T, 
2%, r EEE ei 6; r 
Be x LE)LE)EH) +22 (E)2(E) RE). 
i 
Sowohl Z als auch Z dividiren wir durch das Product 2(E)2(S)2(5) und 
v/E 
bemerken hierbei, dass allgemein der Quotient m gleich ist dem Producte 
\“ 


der beiden Wurzeln x der Gleichung @(z,5)=0 d.h. gleich dem Producte 
der Theilverhältnisse x jener Strahlen von P, welche dem Strahle S zuge- 
ordnet sind. Nun ergiebt sich, weil sich das erste mit dem letzten Gliede tilgt: 





L ) 2 = s) ) u) 
- = 04 Ct 50: — 00, — 00, —- 8 
LEIRCE)LCE,) #31 1 | 3 3 uch 
e 20%+ 2,0489 21; — 2 : 
Be wu & , -E Ay Mb PR ToT — > 
® REIR: (£,) we (£, :) 23T 3 17T 1 2 1 #3 2u1 ch 
somit ist wirklich Z=—L'. Die Gleichung K=—K’ könnte in gleicher 


Weise erwiesen werden, denn K’ geht aus K durch eine cyclische Ver- 
tauschung der Grössen S5,$,5; hervor, gerade so wie L’ aus L durch eine 
solche Vertauschung der Werthe x,x,x, entstand; man hätte bloss für B (x, &) 
einzuführen 


G(x,)—S(z S(z 
_—_ we, 50(2) = — 





1:08 





£ 
> 
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Es ist also ZIK=LK', d.h. dS, = dS, oder mit anderen Worten, das Sechs- 
eck AB’C’'D’E'F' muss ebenfalls ein Steinersches Polygon sein. 

Die Gleichung (2.) könnte genau so wie es für a» =» geschehen ist. 
für jedes beliebige » erwiesen werden. Schreibt man die Gleichung (2.) in der 
Form LK=LK', wobei jeder dieser vier Buchstaben je » unmittelbar aufein- 
anderfolgende Factoren bedeutet, so ergiebt sich — falls man die Rechnung 
genau so wie für »=3 durchführt — für ein gerades »n L=L und K=K', 
für ein ungerades » jedoch A=—L'und K=—K’. Demgemäss ist immer LK=L'K'. 
Wenn somit ABC...M ein Steinersches 2r-Eck auf ©, ist. so ist das unend- 
lich nahe Polygon A’B’C'...M’ ein ebensolches, und falls man dieses Resultat 
beliebig oft anwendet, folgt, dass jedes auf C, construirte Polygon, dessen Seiten 
abwechselnd durch P und O gehen, sich schliessen und zwar 2»-Seiten haben 
muss. Zum Ueberflusse folgt dies auch schon aus der Existenz zweier derartigen 
2n-Ecke und es ergiebt sich überdies, dass die durch P resp. durch 0 gehen- 
den Seiten der unendlich vielen Polvgone in diesen Büscheln Strahleninvolu- 
tionen »'” Grades bilden. Wir erhalten somit den folgenden Satz: „Kann man 
in zwei zwei und zweigliedrig verwandten Gebilden zwei beigeordnete Gruppen 
zu je » Elementen angeben d.h. zwei solche Gruppen, dass die jedem Elemente 
der einen Gruppe zugeordneten Elemente sich in der anderen vorfinden. so giebt 
es unendlich viele solcher beigeordneten Gruppen, und zwar ist jedes Element 
der Gebilde in einer derselben enthalten. Die Gruppen bilden in jedem Ge- 
bilde eine Involution n'” Grades, und die beiden Involutionen sind vermöge der 
zwei und zweigliedrigen Verwandtschaft projectieisch. Beigeordnete Gruppen 
von anderer Elementenzahl giebt es dann nicht.“ 

Hiedurch ist der in dem früheren Aufsatze ausgesprochene Satz nicht 
nur allgemein erwiesen, sondern auch erweitert, so dass alles andere in dem 
Aufsatze Gesagte vollkommen richtig bleibt. 

Der ausgesprochene Satz bleibt auch dann wahr, wenn die beigeordneten 
Gruppen aus imaginären Elementen bestehen und zwar aus dem einfachen Grunde, 
weil der Beweis die Realität der Elemente x,2,...x,, $ı$2...£, nicht verlangt. 
Auch ergiebt sich eine allgemeinere geometrische Deutung des ausgesprochenen 


Satzes. wenn man die unbeschränkt veränderlichen Grössen x und & — die 
man also im Allgemeinen als complex voraussetzen muss — auf die bekannte 


Art durch Punkte zweier Ebenen darstellt. 
Prag. im Februar 1870. 














Ueber den Ausdruck des Tetraeders dureh die Co- 
ordınaten der Eckpunkte. 


(Von Herrn R. Baltzer in Giessen.) 


Aus den Berichten der mathem.- phys. Classe der Sächs. Gesellschaft der Wissenschaften vom 4. Mai 1370. 





Der Ausdruck des Tetraeder-Volums durch die Coordinaten der Eck- 
punkte wurde zuerst von Lagrange in der Abhandlung über die Pyramiden 
durch eine Rechnung gefunden, welche ausserhalb: ihres Zusammenhanges etwas 
umständlich ist. Man gelangt zu demselben Ausdruck mittelst der Gleichung 
für die Ebene, welche 3 gegebene Punkte enthält, wie Salmon Geom. of 3 
dimensions 31 gezeigt hat. Derselbe Ausdruck wurde von Monge (J. de l’e- 
cole polyt. Cah. 15 p. 68) durch Berechnung von prismatischen Segmenten 
abgeleitet, eine Betrachtung, die in Magnus Sammlung (anal. Geometrie des 
Raumes $ 14) wiedergegeben worden ist. Eine rein geometrische Ableitung 
der entsprechenden Formel findet man in Möbius Statik $ 64: eine algebraische 
Ableitung, die auf Multiplication von Determinanten beruht, habe ich (Determ. 
$.15) gegeben; eine andere Ableitung enthält Hesses anal. Geometrie des 
Raumes (1. Vorlesung). Eine einfache und für die Präliminarien der Raum- 
seometrie geeignete Ableitung ergiebt sich durch die folgende Betrachtung. 

Auch dem Zeichen nach ist 3 QABC = OAB.NC, wenn AC den Ab- 
stand ‚des Punktes Ü von der Ebene VQAD bedeutet. In Bezug auf 3 durch 
0 beliebig gezogene Axen habe A die Coordinaten z,. Yı> 21, U.S. W. Durch 
Projection der aus den Coordinaten von Ü bestehenden gebrochenen Linie 
auf die Normale » der Ebene OAB findet man 

NÜ = 2,6082n-+ Yy; c0Syn + 2; 008 zn. 
Ferner werden die Fläche OAB und ihre Projectionen parallel mit x, y, 3 
auf die Ebenen yz, zx, xy durch p, p., P,, p: bezeichnet, die Normalen der 
Ebenen yz, zx, xy durch «x, y', 3. Dann hat der Normalschnitt des Prisma. 
welches die Fläche OAB parallel mit x auf die Ebene yz projieirt, die Werthe 
peosen — p,cosux 

u.s. w. Nun hat das Parallelepiped, dessen Kanten auf x, y, s posilive Ein- 
heiten sind, die Werthe 


sinyz cosx.r = sin zr.cosyy' = sin 2yc0s33 = sinzyz: 




















Baltzer, Ausdruck des Tetraeders durch die Coordinaten der Eckpuskte 


folglich ist 

s Ds 

2pcosen = — — sin zyz = 
sın y% 


ie N 
= Y: sın 2y3 


- 
. 


1 =2 








Durch Vereinigung der 3 Determinanten findet man 


x, x x 


Be 2 3 


6OABUO = y 9, %; sin ey2. 


je 


. W. 


ın 


wa - 
I nn, > \ 
0 2 “u 


Wenn man die Geraden, auf denen die Kanten 0A, OB, 00 liegen. 


durch f, 9, h bezeichnet, so ist 
GOABC = 0A.OB.OCsinfgh. 
Demnach erhält man unter Vorausselzung eines orthogonalen Sysiems, bei 
dem sineyz =1, x, =O0Acoszf, u. s. w. ist, die Gausssche Gleichung 
|coszf cosxg Rn 
cosyf cosyg cosyh|. 


coszf coszsg coszh 


sinfgh = 


ferner durch Multiplication die Stawdtsche Gleichung 
\coszf coszg coszh | | coszf! cosıyg' cosch' | 
sin fgh sin fgh = | cosyf cosyg cosyh | | cosyf’ cosyg’ cosyh' 
\coszf coszg coszh | | coszf' coszg' coszh' | 

lcosff’ cosfg’ cosfh | 

—= |cosgf' cosgg’ cosgh' | 

‚coshf’ coshg’ coshh’ | 


der beiden Systeme 
| cosfg cosfh| 
| 


sin fgh = \cosfg A cosgh\' 
cosfh cosgh 1 | 


und durch Vereinigung 








Auszug aus einem Schreiben an den Herausgeber. 


(Von Herrn H. Schubert in Potsdam.) 


Herr Zeuthen in Copenhagen hat die Güte gehabt, einige 
von ihm verfasste, die Bestimmungen von Charakteristiken betreffende Ab- 
handlungen durch Ihre Vermittelung in meine Hände gelangen zu lassen. 
Unter denselben befindet sich eine mir bisher unbekannt gebliebene in dänischer 
Sprache geschriebene Arbeit „Bestemmelse af Charakteristikerne i de elemen- 
taere Systemer af Flader af anden Orden“, deren Inhalt mich zur Be- 
richtigung einer Annahme veranlasst. die ich bei der Abfassung meiner im 
71” Bande Ihres Journals veröffentlichten, „.Zur Theorie der Charakteristiken* 
betitelten Arbeit gemacht habe. In meiner aus dem Studium der Abhandlungen 
des Herrn Chasles in den Comptes rendus der Pariser Akademie über diesen 
Gegenstand hervorgegangenen Arbeit ist nämlich der von Herrn Chasles aus- 
gesprochene Gedanke ausgeführt, die Elementarcharakteristiken der Flächen 
zweiter Ordnung aus den Zahlen zu bestimmen, welche angeben, wieviel de- 
generirte Flächen in einem Elementarsysteme vorkommen. Diese von mir mil 
ö, &, 2 bezeichneten Zahlen sind in meiner Arbeit unter der Voraussetzung 
behandelt, dass bis dahin weder eine Werthangabe noch eine ausführliche Be- 
eründung derselben publieirt worden sei. In dem ersten Theile dieser Annahme 
habe ich mich aber, wie ich jetzt sehe, getäuscht. Denn der oben erwähnten 
Abhandlung des Herrn Zeuthen ist eine „Oversigi beigefügt, in welcher nich! 
bloss die auch von Herrn Chasles angegebenen Elementarcharakteristiken 
«,v,g, sondern auch Gleichungen angeführt werden, aus denen die Werthe der 


Zahlen o, &, 2 ersichtlich sind. Ich will nicht unterlassen, die für diesen 


Punkt Herrn Zeuthen gebührende Priorität hiermit anzuerkennen. 


Potsdam, den 3. December 1570. 
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Ueber diejenigen rationalen Substitutionen, welche 
eine rationale Umkehrung zulassen. 


(Von Herrn Rosanes in Breslau.) 


Es ist in neuerer Zeit ein überaus wichtiges Hilfsmittel der reinen 
Analysis sowohl, als auch derjenigen Theile der Geometrie, welche mit ihr zu- 
sammenhängen, geworden, statt der bei einer Untersuchung auftretenden Grössen 
neue einzuführen, welche zu ihnen in einfacher Beziehung stehen. Unter den 
rationalen Substitutionen sind insbesondere diejenigen von Wichtigkeit, welche 
sich eindeutig umkehren lassen, d.h. auch eine rationale Darstellung der neuen 
Variablen durch die ursprünglichen gestatten. Die linearen Substitutionen, als 
welche dies in ihrer allgemeinsten Form ohne Hinzutreten einschränkender Be- 
dingungen zulassen, haben auch seit langer Zeit die besondere Aufmerksam- 
keit der Mathematiker auf sich gezogen und eine vorzügliche Ausbildung er- 
fahren. Umkehrbare Beziehungen von höheren Graden traten dagegen nur 
vereinzelt auf und jedesmal in sehr specieller, direct sich darbietender Form. 
Die Eintheilung der Abelschen Integrale nach der Classe der zu Grunde lie- | 
senden algebraischen Function führte zuerst auf ein ganz allgemeines Problem, 
welches mit dem hier zu behandelnden zusammenhängt. Die allgemeine Frage 
nach umkehrbaren rationalen Substitutionen soll in der vorlierenden Arbeit 
mit der Beschränkung auf zwei Variable, oder auf drei homogene, behandelt 
werden, wobei die geometrische Interpretation des kürzern Ausdruckes wegen 
zum grossen Theil benutzt wurde. Es kam mir hierbei im Wesentlichen darauf 
an, die charakteristischen Eigenschaften anzugeben, welche auch leicht eine 
Erweiterung für mehr Variable in gewissem Sinne zulassen. 

Wiewohl dieser Aufsatz seit Februar vollendet ist, wurde seine Ver- 
öffentlichung durch verschiedene Hindernisse verzögert. Unterdessen ist mir 
vor wenigen Wochen bekannt geworden, dass Herr Cremona demselben 
Gegenstande eine Arbeit gewidmet hat”), in welcher auf rein geometrischem 
Wege etwa diejenigen Sätze abgeleitet sind, welche ich hier in den 


$$. 1. 2 algebraisch erlangt habe. Ich lege daher bei gegenwärliger Ver- 
“ , 0 Y a aatnn u - .n triche lelle or .n 1 N Acc le; 1; lı 
) Cremona, Sulle trasformazıonı geometriche delle figure piane, Accademia di 
Bologna, 1865. 


Journal für Mathematik Bd. LXXI1ll. Heft 2. 13 















08 Rosanes, über rationale Substitutionen, welche eine rationale Umkehrung zulassen. 


öffentlichung das Hauptgewicht auf den Satz des $.4, durch welchen es mög- 
lich ist, die allgemeine umkehrbare Substitution »'° Ordnung auf eine gewisse 
Anzahl quadratischer zurückzuführen. Diese, als die einfachsten nichtlinearen, 
sind wohl zuerst von Steiner (Systematische Entwicklung ete. p. 251 ff.) ein- 
geführt und als Instrument zur Auflindung geometrischer Sätze benutzt worden. — 
Die Fortführung des Gegenstandes für mehr als 3 Variable, sowie für den Fall 
der Umkehrbarkeit in Bezug auf zu Grunde liegende Gleichungen, mag vor- 
behalten bleiben. 


$. 1. 


Es sei die rationale Substitution, durch welche die Variablen &,x,x, in 
die anderen y,Y.%; übergeführt werden, von der Form 
02, = f(Yıyıyp). i—=1,2,3 
und deren rationale Umkehrung 
oy = PlRR2R,); 
f; und g, bedeuten hierin ganze homogene Funclionen von den Graden resp. 
» und p, und es folgt durch Einsetzung idenlisch 
I: PıPpYp;) = %,.-A(2,0T;), 
Gh RR) = u-Yyıyya), 
wo unter X, Y ganze homogene Functionen zu verstehen sind. Bezeichnen 
wir durch A,4,4, drei willkürliche Constanten, so ist 
=4flpı 9295) — Aa). Zim,, 
IEiy(fiff;) = Yyıyy). Ay. 


Wir dürfen für die Folge vorausselzen, dass I, f;(y,y:9Y;) im Allgemeinen 


(1.) 


eine irreductible Form sei. Denn wäre 


ZıfßyıyYy) = Yiyıyıy3) 292 Y) 

so müsste entweder, in Folge der Relationen (1.), w(y,Y2g;) oder ZIP, 1%; 
durch I%,x, theilbar sein. Es sei dies bei w(y,g,4Y,;) der Fall, so ist (9,9: 9;) 
von den Grössen 4 frei, und z(y,y.%;) alsdann ein Factor für fı (yı 9%: 9;). 
Ri mny:95), E(yıyy;), was gegen die Vorausselzung streitet. Hiernach ist es 
klar, dass I, f,(yıyay3) = 0 eine Curve ist, welche nach der Bezeichnung von 
ftiemann zur Zahl p=0 gehört, da die Coordinaten ihrer Punkte sich als 
homogene Funclionen zweier Grössen durch die Gleichungen 


0%, = (X 2.%;), — ),.0, = OÖ 
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darstellen lassen. Da diese Ausdrücke vom Grade p sind, so ist noth- 





wendigerweise 
n:—_ 9. 

Es liefert aber ebenso das umgekehrte Verfahren die Ungleichung 
pn, 

folglich ist / 
= 9; A 


d.h. „‚die Substitutionen, welche eine unbedingte Umkehrung gestatten, sind 
von demselben Grade, wie ihre inversen.““ 

Die bis jetzt erhaltene Eigenschaft reicht natürlich noch nicht hin, um 
das Netz von Gurven I4,f,(yı9:9;) = 0 vollständig zu charakterisiren. 

Es sei 7,7,7, ein Werthsystem y, welches die beiden Gleichungen 


Si. YrY)=0, Zuflyyy) = 0 


befriedigt; dann ist, wenn wir 5,5; durch die Gleichungen 


Sr 


p(5ı 5, 
definiren. nach den Gleichungen (1.) 


zu FM Pr) = AH HH) FIG = 0, 


‘>: 
zu, f(pı PR $;) = Ada). Eu 0, 


Akad; Ulla; YıY,v, Sind willkürliche Constanten. Sobald nun nicht gleich- 
zeitig die beiden Gleichungen II =0, Fuss; — 0 erfüllt sind, müssen &,&5$, 
die Function X annulliren, folglich auch Iv,f;(yı 2%) =O befriedigen; d.h. 
alle Werthsysteme 7, welche irgend zwei Formen Ii,f,, Fu,f,; annulliren, 


ı 


bewirken dasselbe für jede andere Form >v,f;; ausgenommen ist das eine, 
-0 
liefern. Da die Grössen 4, « ganz willkürlich geblieben sind, so entspricht 


dessen entsprechende Werthe 5 die beiden Gleichungen F4,5,—0, Fu,S,;- 


q 


den Werthen von S,5S, in der That nur ein System 7,9% 775. 


Irgend zwei Curven des Netzes schneiden sich somit in Punkten, die 
bis auf einen für das ganze Netz fest bleiben. Dieser eine varürt von Curve 
su Curve. 

Die festen Punkte werden wir im Folgenden die Fundamental-Punkte des 
Systems y nennen. — Das Gesagte gilt ebenso für das dem System x entsprechende 
Netz &i,9,=0. Das bis jetzt Gefundene reicht vollkommen hin, um die 


unbedingte Umkehrbarkeit der Substitution ox, = f;(yı99,) zu bewirken. In der 


That haben vermöge dessen zwei Curven von der Forn 2, f,(yyay)-:f1(y19:95)- 0, 
13 * 
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25 (yıyY)— %;f (Yyı9y»Y;) = alle Schnittpunkte y bis auf einen mit der dritten 
fı Yyıyy)— Tıß(Yıyay3) =O gemeinschaftlich. Die Coordinaten dieses einen 
Schnittpunktes sind somit rational durch die Coelffiecienten, d.h. durch die 
Grössen 2,2%,x, darstellbar. 

Die allen Curven des Netzes gemeinsamen Fundamental-Punkte werden 
nicht durchweg die Geltung einfacher Schnittpunkte haben. Durch eine lineare 
Zusammenstellung können wir es als bewirkt voraussetzen, dass jeder der 
Fundamental-Punkte den gleichen Grad der Vielfachheit für die drei Linien ;=0 
besitzt. 

Ich behaupte nun, dass sämmtliche vielfachen Punkte, welche erforder- 
lich sind, um die Curven des Netzes zu Curven vom Geschlechte p=0 zu 
machen, in den Fundamental-Punkten liegen. Denn wäre in diesen die hin- 
reichende Anzahl noch nicht vereinigt, so müsste jede Curve I4,f,—=0 ausser 
den festen wenigstens noch einen Doppelpunkt besitzen; d.h. es müssten für 
jedes Werthsystem 4 die Gleichungen 


zur =0, 2, 2 a 2° Mg 

ey, Fr oYy; 
erfüllbar sein. Die Elimination der A giebt für die y die Bedingung A(f, f f;) = 0. 
wo J(f ff,) die Functional-Determinante der Funclionen f,f;f; bedeutet. Allein 
jedem Punkte von #=0 entspricht alsdann nur ein Werthsystem %, und man 
würde also nur eine einfache Unendlichkeit von solchen erhalten. Soll aber 
jedes beliebige System A,4,4, erhalten werden, so müssen die drei Gleichungen 


sich auf eine reduciren; d.h. es muss sein 


of. . A _h. Ah. _h. Mb. A 
Y m m MY m MM, My yo, 
was gegen die Voraussetzung ist, dass fi, f, f; keinen gemeinschaftlichen 


Factor besitzen. Daraus folgt, dass es Curven im Netze I4,f;, =0 giebt, die 











9 


ausser den in den Fundamental-Punkten gelegenen keine mehrfachen Punkte 
besitzen, dass somit die für das Geschlecht Null nothwendige Zahl derselben 
für alle gemeinsam ist. 

Bezeichnet man die Fundamental-Punkte des Systems y durch p.. p:, - - Pr» 
wo p, zugleich diejenige Zahl vorstelle, welche die Vielfachheit des ihr zuge- 
hörigen Punktes angiebt, so bestehen, da der variable Schnittpunkt im All- 
gemeinen ein einfacher ist, die beiden charakteristischen Gleichungen 


k k=r 


Ep=n"—. 48p9(p-1) = ı(n—1) (n—2) 
Be k 


[1 
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oder hieraus 
k=r k=r 
(2.) Ep =m—1l, 39 =3(n—1). 
R=L a! 


Diese beiden Gleichungen, welche noch eine grosse Willkür in der Wahl der 
nicht einmal ihrer Anzahl nach bestimmten Zahlen p, zulassen, gestatten doch 
einen Schluss, der die Zurückführung der umkehrbaren Substitution »'“ Ordnung 


auf gewisse elementare ermöglicht. 


$. 2. 

Der wesentliche Unterschied zwischen einer eindeutigen (umkehrbaren) 
Beziehung höhern Grades und der gewöhnlichen linearen besteht darin. dass 
in vollem Umfange nur diese letzteren eindeulig sind. Bei den nichtlinearen 
erleidet die Eindeutigkeit stels Ausnahmen, indem es in jedem der beiden 
Systeme Punkte giebt, denen im andern ganze Linien, d. h. unendlich viele 
Punkte entsprechen 

Nach unserer Bezeichnung können in dieser Hinsicht nur solche Werthe 
y, von der allgemeinen Regel abweichen, welche fi, f, fs zugleich annulliren; 
d.h. die Fundamental-Punkte des Systems y. 

Nach bekannten Methoden, wie sie auch schon bei Betrachtung ein- 
deutiger Transformationen in Bezug auf eine zu Grunde liegende algebraische 
Gleichung in der Theorie der Abelschen Integrale benutzt werden, beweist 
man, dass jedem einfachen Fundamental- Punkte eine Gerade, jedem kfachen 
eine Curve k® Ordnung vom Geschlecht Null entspricht. Ist nämlich »,,7,7; 
ein einfacher Punkt, in welchem fi, f, fs gleichzeitig Null werden, 5,5£ 
ein variabler Punkt irgend einer Geraden der Ebene, so sind 7,+«L,. 7»-+0Ö,. 
7,+0oC, die Coordinalen eines Punktes der Geraden (7,{), welcher mit « varirt. 
Einem solchen Punkte entspricht im a. x der Punkt 


U 





IE + +0&,,n3+0&;) = 0 y co, ger 
=f.(ntol,. .+0£L, bg) = Sa, tye —— er 
N t f: ( E Gi3 12 913 3/ ee "6 Ni £ 2 A. „sis or CN; Nu l 


Lassen wir den Factor « fort und alsdann « Null werden, d.h. den Punkt 
auf der Geraden (7, C) sich immer mehr »; nähern, so entspricht ihm schliesslich 


der Punkt 

vr ch 
_ 1'7,,3 
bh con} ü 


also ein solcher, der von £, d.h. von der Geraden abhängt, auf welcher der 


P% = 


variable Punkt sich 7 genähert hat. Variirt © auf der beliebigen Geraden 


= a | 
Pı St P 2t 35 a 0, 
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so liegen alle entsprechenden Punkte x auf einer Geraden, deren Gleichung 











TC % T; 

of Mh A 

un nn rn _—— 
on; On, on.) 0 


of Ah A 


om cm m 











ist. worin z%, 4 irgend zwei unter den Zahlen 1, 2, 3 bedeuten. 

Es sei jetzt allgemein »7,77,n7; ein /facher Punkt von ,=0, £=0, f; =0, 
so verschwinden in der Taylorschen Entwicklung sämmtliche Ableitungen von 
f, nach n bis zur Zr, und wir können, unter Beibehaltung der eingeführten 


‘ 


Bezeichnung, nach Weglassung von «’ als Factor, setzen 





a: ae ölf, | 
OT, get 2 Ci G2’63° u. r +02... 
ata,ta;=l on on, on,’ 


Dem Punkte, der längs der Linie (n7,{) mit 7 zusammenfällt, entspricht also 
der Punkt 


al 
IL. = y 7a, 70, 7a; © fi 
0X, = ME DE A, ze re * 
a, +0,+0;3—1 on, onyo 3° 





Lässt man { auf iner Geraden variiren, so beschreibt x eine Curve /t“ Ord- 
nung vom Geschlecht Null. 

In gleicher Weise entspricht einem Afachen Fundamentalpunkte des 
Systems x eine Linie A! Ordnung vom Geschlecht Null im System y. Diese 
Linien, welche Punkten entsprechen, haben eine einfache Bedeutung, welche 
hier in Kürze angedeutet werden mag. 

Es war 

(pP) = %-A(l0ı, 985). 

Jedem Punkte x der Linie X=0 entspricht ein Punkt y,y:9,; vermöge der 
(Gleichungen 

= MET), 
welcher zugleich auf f,(y9%) = 0, kyıyy) = 0. kyıyy;) =9 liegt. 
Die Curve 

Ka) 
repräsenlirt somit in ihren irreductibeln Factoren diejenigen Linien im System 
x, welche den Fundamentalpunkten des Systems y entsprechen. Da jedoch 
die Zahl der Schnittpunkte von \=f&=f=0 endlich ist, so folgt aus obigen 
Gleichungen, dass für sämmtliche Punkte von X=0 die Functionen 9. Pr. 9; 
einer endlichen Anzahl von Werihen y,9%; proportional bleiben. Ist also 
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P(x,2,.x,) irgend ein irreductibler Factor von X, so darf man setzen 
YR—-pp=P. 9 (08), Hp-Yı =P.Q:,(0 0:85), 
Yıfa "YYpı = x Q;, (2,8: %;), 


oder wenn wir allgemein die Ausdrücke 


> 








A de U Mr 5] 
v » %5 Mn Mm 
9 Pr 9% Y%ı Pr | 


resp. durch A, M bezeichnen, 
A=P.zZ10, M=P.Zu0, 


Aus diesen beiden Gleichungen folgt, dass die Determinante 





| . f, A, A, 
m m, Mm, 
0; 0%; 09, 
he P: ud Pe: ); a P: Pi: Fi 
% OL, UL, i OL, 


OÖ. 1 C } M 


Br ur u zu 


durch P theilbar ist, sobald wir unter A,, ..., M,, ... resp. royal RERE Ir: vouk 
er 


unter P,P,p; Willkürliche Constanten verstehen. Nun ist aber identisch 











A, A, A, 

| | yı Yı 93 

| M, M, M; — A1(0.0:%-).(n.u:- 5 \| 7 - 7 

| n n m — I\PıP:f3)-\PıYyı TP:YaTPsY3)\4ı Sr Aal 
x of; ni of n Op; | 

Ep; z Pi A Ep, — It, Us U; 
5% OL, i OX, ı Or, s® . 


folglich ist die Functionaldeterminante der 9:4(g,9,Y;) durch jeden irre- 

ductibeln Factor P von X(z,2,x,), somit auch durch das Product aller theil- 

bar. Da aber X (x,2,x,) = 0, wie oben bemerkt wurde, sich aus sämmtlichen 

Linien zusammensetzt, welche den Fundamentalpunkten des Systems y ent- 
kor 

sprechen, so folgt aus der Gleichung Ep, =3(n—1), dass das Product der 
k l r 

irreductibeln Factoren von X vom Grade 3(n—1), und folglich mit IY,:%;) 


bis auf einen conslanten Factor identisch ist. — 


$. 3. 
Bevor ich dazu übergehe, die allgemeinen Beziehungen anzugeben. 
welche zwischen einander entsprechenden Formen in z und y bei der eindeuti- 
gen Transformation »!® Ordnung statthaben, will ich in diesem Paragraphen die 


charakteristischen Eigenschaften der sogenannten quadratischen Transformation 
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voraufschicken, insoweit sie für die Folge, insbesondere für die Herleitung 
des Hauptsatzes in $.4 erforderlich sind. 





Man nennt eine eindeutige Transformation quadratisch, sobald f;(yı y:%;) 
Funclionen zweiten Grades sind. Aus den im ersten Paragraphen gefundenen 
Gleichungen (2.) ersieht man, dass für a=2 nur der eine Fall möglich ist, 
dass die Curven f=0, & =0, 5 =0 drei einfache Punkte gemeinschaftlich 
haben. Solche drei Formen lassen sich auf zwei wesentlich verschiedene 
Arten mit linearen Factoren so multipliciren, dass die Summe identisch ver- 
schwindet. Bezeichnen wir zwei solche Systeme linearer Formen durch A,, B,. 
so dass 


ı 


En SE ut A Ra i 
= Pike uhr LE, b; = =, 04h; = 1, 2, 3. 


so ist identisch 2A, =0, EZB,f; =. 
Die Beziehung zwischen x und y lässt sich somit auch durch die beiden 
Gleichungen darstellen : 


3.) 232.4=-0 Z32B=0. 


i 
Zwei solche in Bezug auf x, und y, bilineare Gleichungen geben also die ein- 
fachste nichtlineare Beziehung. Sie ist diejenige, welche sich beim Aul- 
suchen eindeuliger Relationen naturgemäss zuerst darbietet und auch lange 
Zeit als die einzige eindeutige gegolten hat. Nach Steiner, den ich in der 
Einleitung erwähnt habe, ist hauptsächlich die interessante Abhandlung von 
Seidewitz: „Darstellung der geometrischen Verwandtschaften mittelst projec- 
tivischer Gebilde‘ (Grunerts Arch. Th. VII.) zu nennen. 

Ebenso wie im System y, ist auch im System x die Zahl der Fundamental- 
punkte gleich 3. Wir bezeichnen diese durch die Buchstaben «,, &%, @, jene 
durch 1, Pa, 5, So dass den Punkten «,, &,, «, resp. die Geraden /, 5, Ps Pı- 
P,/% in y, und folglich den Punkten /,, Pr. ?, die Geraden &;0,, 0; &,, 4,0%, I 
v entsprechen. Jeder Geraden in x entspricht ein Kegelschnilt in y, welcher durch 
Pi» Pa, 3 geht, und umgekehrt. Die Eindeutigkeit der Beziehung erleidet nur 
Ausnahmen in den Fundamentalpunkten. Da dem Punkte «, die Gerade PP; in 
y entspricht, so entspricht dieser Geraden nur ein Punkt («,) in x. Da aber /;P; 
die Punkte ,, /, enthält, denen die ganzen Geraden «,«,, &,«, entsprechen. 
so hat der Satz, dass jeder Geraden in dem einen System ein Kegelschnitt in 
dem andern entspricht, welcher durch die drei Fundamentalpunkte geht, keine 
Ausnahme in diesem besonderen Falle. So aufgefasst, ist auch das Resultat in 


dem allgemeinen Falle leicht zu erkennen. Einer Curve Ü von der m“ 
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Ordnung im System = entspricht in y eine Curve CE’ von der Ordnung 2n. 
Da € die Geraden %,, 0,0,. %, a in je » Punkten schneidet. denen 
immer nur ein Punkt (resp. /,, P>, 5) in y entspricht, so geht C’ durch die 
Punkte /,, P:, Ps je » mal. Geht allgemein C durch die Punkte «,. &. ©; 
resp. Ay, Ar, A, mal, so ändert auch dies am Grade von ©’ nur insofern, als 
gewisse feste Theile abgesondert werden, nämlich die Geraden %,/;. P5Pı; 


2373 

BP; resp. lki;, hr, A, fach. Ausserdem bleibt also noch eine Curve vom Grade 

2n—(kt+k+k,) zurück, welche durch die Punkte /,. P:, P, resp. »—(k,-+-k,), 
n— ly+k,), a—(k+k,) mal hindurchgeht. 

In dem besonderen Falle. wo die linken Seiten der beiden Gleichuneen 


(3.) in Bezug auf die Grössen = und y symmetrisch sind, d.h. wenn a,= «a 


b,—b,,, Ist die geometrische Repräsentation des Entsprechens bekanntlich eine 


ri: 9 


sehr einfache, sobald wir die Ebene der x und y zusammenfallen lassen. Es 
lassen sich alsdann in dieser Ebene zwei Kegelschnitte S,. S, finden, derart 
dass je zwei einander entsprechende Punkte z, y in Bezug auf S, und 8; 
einander conjugirt sind. Die Punkte 9. 2, ?, fallen resp. mit &,. ©. @; 
zusammen und bilden das den Kegelschnitten S,, S, gemeinschaftliche Tripel 
conjugirter Punkte. Für die Folge bemerke ich, dass zu beliebig gewählten 
Fundamentalpunkten sich stets unendlich viele symmetrische quadratische Sub- 
stitutionen aufstellen lassen. 

Zum Schlusse führe ich noch specielle Fälle an, die bisher nicht be- 
achtet worden zu sein scheinen, für unsere Zwecke jedoch unter Umständen 
von Wichtigkeit sind. 

Wenn nämlich die beiden Kegelschnitte S,. S; eine einfache Berührung 
haben, dann fallen für unsere Aufgabe zwei der Punkte «,, «&;, «, (etwa @, 
und «,) zusammen. Allen Geraden entsprechen alsdann Kegelschnitte, welche 
einen einfachen Punkt («,) und zwei unendlich nahe («, «,) gemeinschaftlich 
haben. Bezeichnet man den Berührungspunkt von 8, und S, durch P, die 
beiden noch übrigen Schnittpunkte durch P,, P;. den Schnittpunkt von P,P; 
mit der Tangente in P durch P,. so gehen die allen Geraden der Ebene 
entsprechenden Kegelschnitte durch P, und berühren sich in P längs der 
Geraden PP,, welche mit PP,. PP,, PP, vier harmonische Strahlen bildet. 
Einer Curve nt Ordnung entspricht eine Curve 2x“ Ordnung, welche in P; 
einen #fachen, in P längs der Geraden PP, zwei unendlich nahe » fache Punkte 
besitzt. Umgekehrt, so oft eine Curve durch P, und P geht, fallen bei der 


transformirten Linie resp. die Geraden PP,, PP, heraus. Geht jedoch die 
Journal für Mathematik Bd. LXXIII. Heft 2, 14 
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Curve in P auch noch durch den unendlich nahen Punkt von PP,, so fällt PP, 
doppelt heraus. 

Haben die allen Geraden entsprechenden Kegelschnitte ZA,f;=0 eine 
Berührung zweiter Ordnung, also 3 unendlich nahe Punkte gemein, so bilden 
diese unsere 3 Fundamentalpunkte; die beiden zu Grunde liegenden Kegel- 
schnitte $S,, 8, haben gleichfalls eine Berührung zweiter Ordnung. Einer 
Curve »*° Ordnung entspricht in diesem Falle eine Curve 2»! Ordnung mit 
3 zusammengefallenen » fachen Punkten, u. s. f. 


$.4. 


Zu einer eindeutigen Transformation »te Ordnung übergehend, können 
wir dieselben einfachen Prineipien anwenden. Einer beliebigen Geraden in 
x entspricht in y eine Curve »‘“ Ordnung, welche durch sämmtliche Funda- 
mentalpunkte geht, und zwar p,mal durch einen Punkt p,. Einer Curve C 
von /te Ordnung in x entspricht in y eine Curve CE’ n.!‘“® Ordnung, welche 
/.p, mal durch jeden Fundamentalpunkt p, hindurchgeht. 

In der That entspricht dem Punkte p, eine Curve p,‘® Ordnung in «, 
und so oft diese von der Curve Ü getroffen wird, entsteht ein Punkt im 
System .r, dessen entsprechender p, ist. — Einem Fundamentalpunkte von der 
Ordnung g, in x entspricht eine Linie A q,'” Grades in y; die Ordnungen 
der Fundamentalpunkte, durch welche diese geht, haben zur Summe n.q,. 
Denn der Linie A entspricht in x eine andere vom Grade n.g;, die jedoch 
nur aus solchen zusammengesetzt sein kann, welche Fundamenlalpunkten in y 
entsprechen. Eine Erniedrigung des Grades der transformirten Curve kann 
nur dadurch staltlinden, dass gewisse Linien fortgelassen werden, welche für 
die Transformation fest sind. 

Um nun eine Transformation »‘“ Ordnung in quadratische aufzulösen, 
bedenken wir, dass bei einer symmetrischen quadratischen Transformation einer 
Curve Ü vom Grade », welche durch die 3 Fundamentalpunkte resp. k,., i,, k, mal 
hindurchgeht, eine Curve C’ vom Grade 2» —(k,-+hky-+k,) entspricht, und 
wählen drei Fundamentalpunkte p,, p:, p; des Systems y als ebensolche einer 


J 


quadratischen symmelrsichen Transformation, durch welche y, mit neu einzu- 
führenden Grössen y, zusammenhängen soll. Es sei diese 0.9, = f; (yıy: 95). 
0. =Yi(Yıy:Y5). Hierdurch ist ein Zusammenhang zwischen den Grössen 


2,%,7, und Y,Y2%; hervorgebracht, der offenbar eindeutig ist, der Natur seiner 
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Entstehung nach. Es ist nämlich 

f{h Rh» 0.9 (pP). 
Nun ist (fi &£ ß&)=0 nichts als diejenige Curve, welche der Curve f, (y,9,9;)—0 
vermöge der quadratischen Substitution im Systeme y’ entspricht. Sämmitliche 
[‚(yıy.9) =0 gehen aber durch die Fundamentalpunkte resp. p,, p;, p, mal, 
wie aus der getroffenen Wahl unmittelbar hervorgeht. Es werden somit die 3 
Curven fi, (hRh)=9 k(fık hs) =09. (fi f5) = 0 die Geraden (PP3), (P3Pı)» 
(pıp:) resp. Pı» Pr» p,; mal enthalten. Nach Fortlassung dieser überflüssi sigen 
Factoren bleibt eine Relation von der Form: 

0.2; = w,(yı 9293), 

wo , nur noch eine Function vom Grade 2»—(p,+p:+p;) darstellt. 

Durch dieses Mittel ist die allgemeine Beziehung »!® Grades in zwei 
andere zerlegt. von denen die eine eine quadratische 0°. y, = y,(y,9%;), die 
andere vom Grade 2n»—(p,+p:+p;) ist. Beide zusammen repräsentiren die 
ursprüngliche. 

Eine wesentliche Vereinfachung ist hierdurch nur dann eingetreten. so- 
bald die Zahlen p,. p:, p; so gewählt sind, dass p,+p:+p; >», in welchem 
Falle 2%” — (p+p+p;) <r, d.h. y, von niederem als »‘® Grade ist. Im 
Folgenden soll dargethan werden, dass eine solche Wahl immer möglich ist, d.h. 


wenn Pıs Pas +. Pr, --- Pr positive ganze Zahlen sind, welche den Bedingungen 
=r k=r 


Sp =n—l, = —9(n—1) 
=} 


genügen, auch immer 
PıTptp; >n 
ist, sobald die Grössen so geordnet sind, dass pP, ZPp = Ps-.:—_Pp,. 
Um die Richtigkeit dieses Satzes einzusehen, schicke ich folgenden 
Hilfssatz voraus. 
Wenn für jedes System ganzer, positiver Zahlen pı, P2» --- Pas - ++, 
welches die Bedingungen 
zp = 3(n-1l), | zp „—, mMzmr=p; 
erfüllt, die Ungleichung stattfindet 
Pıt Ppa+p5 > N, 
so findet dasselbe auch für a-+1 statt; d.h. aus den Relationen 
g+ta+G+ "=, dtetgt- ZRH) 1 
folgt auch nothwendigerweise 


++: > (nl, ww zZ 





14% 
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Beweis. Gesetzt, es fände dies nicht statt, sondern +9 +9; =n+1-—e, 


e 0. Dann liefern die Zahlen ,—1, g—1, —1, q, 95, ... ein System 
von Zahlen r,, welche den obigen Bedingungen für die Zahlen p, genügen. 
„ so it Zr,=3(n-1l), Zr; = 
Ig—-2(+9+)+3, also Fr >m+2a+1>m—1. Gemäss der Vor- 
ausselzung des Salzes muss r,+ n+r,; >» slatlfinden. Nun ist es aber klar, 
dass, der Definition der Grössen r zufolge, die Summe der drei grössten 


u Op 
I Fa 


Ordnen wir so, ds n nr... 


unter ihnen zwischen zwei Grenzen eingeschlossen bleibt. Es ist nämlich 
Braten zZ (m—1)+(E—1)+(g—1), oder r+r+r; = (tQo+Q)—I+E, 
wo & einen der Werthe O0, 1, 2, 3 haben kann, und nach Einsetzung des 
Werthes für (4+9+9) wird rtr+r; = n—2-+:—a. Da aber andererseits, 
wie wir gesehen haben, r,+n,-+r; >» sein muss, so stellt sich die supponirte 
Gleichung: 9,+9%+g = n+1-—e als unzulässig heraus, mit alleiniger Ausnahme 
des Falles, wo e=0, e=3 ist. Dies kommt darauf hinaus, dass ++ =n+1 
und n=eR=-G = hH=%= Ist. Eine einfache Ueberlegung beweist in 
der That, dass e=3 die Gleichheit der drei ersten Grössen g nach sich zieht. 
Bilden wir sodann aus den Grössen 91» Yı> Yı> Gais 955 Go, --. die Zahlen- 
reihe der r, so sind dieselben repraesentirt durch: 9, —1,91—1.9,—1,q;. 95» 6»: . 
Soll nun die Summe der drei grössten unter ihnen r,+r,+r; gleich +9,49; 
d.h. =3q, werden, so kann dies nur dadurch erzielt werden, dass ,=,=q,=g, 
ist. In diesem besondern Falle setzen wir q,= m, dann ist unter Berücksich- 


tigung, dass »+1= 3m: 
1:+qs+ "= 3n— 6m = I(m—1), TORE 
ad ie A ri: BE 
++ "= n-+2n— 6m’, d.h. — 3m—1,) 770000 


Nun geht aus der Identität 


) 


(a—1)’+(b+1) = (a+b')+2(b-a+1) 
hervor, dass die Summe der Quadrate eines Systems von Zahlen sicher 
dadurch nicht verkleinert wird, dass wir von den kleineren unter ihnen Ein- 
heiten fortnehmen und sie den grösseren zulegen. Wir operiren nun in 
der Weise, dass wir von dem kleinsten der q solange Einheiten zu g; legen, 
bis dieses =m wird. Reicht das letzte q hierfür nicht, so ziehen wir nach 
Erschöpfung desselben auch das vorletzte hinzu. Ist dies geschehen, so ver- 
fahren wir ebenso mit q,, bis dieses =m wird; endlich mit g, bis es 
—m—» Wird. Hierdurch sind alle späteren q vernichtet, und wir haben Alles 


auf die 3 Grössen redueirt m, m, m—3. Die Summe ist unverändert, die 
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Summe der Quadrate aber ist grösser geworden. Sie ist aber jetzt 
— m’ +m’+(m—3)’, d. h. kleiner als 3m’ —1. (Der noch mögliche Fall 
m—=1 schliesst sich leicht aus.) Hiermit ist die Richtigkeit des Satzes für 
n+1 erwiesen, sobald er für » gilt. Für »—=2 sind aber die Bedingungen 
Ep, =3(n—l), FZp Zu—1 nur durch die Zahlensysteme 1, 1, 1; 2, 1; 3 
erfüllbar, und somit p,+p+p; 2. 


Auf diese Weise ist die Möglichkeit dargethan, durch Einführung neuer 


Grössen mittelst quadratischer Substitutionen den Grad der Transformation 
mindestens je um eine Einheit zu erniedrigen. Ist also die ursprüngliche Be- 
ziehung n‘" Grades von der Form 

02, = k(Y1» 92» 95)» 
so kann man eine gewisse Anzahl neuer Grössensysteme 


(p) 


Ya» NY en WE 

so einführen, dass je zwei aufeinanderfolgende (y’y\’y?) und (ya yr 
durch eine eindeutige quadratische Substitution mit einander zusammenhängen, 
und dass eine ebensolche Beziehung zwischen y; und y;. y" und x, stattfindet. 
Dadurch ist die allgemeine eindeutige Transformation in eine Anzahl qua- 
dralischer aufgelöst. Sobald die zu Grunde liegende Transformalion zusammen- 
gelallene Fundamentalpunklte besitzt, ist man unter Umständen genöthigt, auch 
solche quadratische Transformalionen zu wählen, wie sie am Schlusse des $. 9 
angeführt sind. — 

Von den vielen Fragen, welche sich an diesen Gegenstand schliessen 
lassen, will ich nur zwei erwähnen: die Frage nach sich selbst entsprechenden 
Punkten und nach sich selbst entsprechenden Linien. 

Die erstere kommt nach den leizten Ausführungen auf folgende zurück: 
Es hängen 9, mit y,, 9, mit 9), ... y(?=® mit y” durch je eine quadratische 
Substitulion zusammen; wie oft geschieht es, dass y, mit y!” zusammenfällt? 
Allgemein gehalten, ist die Frage leicht zu beantworten, doch können in be- 
sonderen Fällen beträchtliche Ausnahmen vorkommen. Ist p=3, so geschieht 
es im Allgemeinen sechsmal. Für den Fall symmetrischer Transformationen 
bedeutet dies geometrisch: Wenn vier Kegelschnitte in einer Ebene liegen, so 
giebt es sechs Punkte von der Eigenschaft, dass die vier Polaren sich in einem 
Punkte treffen. Man kann zeigen, dass diese sechs Punkte die Ecken eines 


vollständigen Vierseits bilden, d. h. viermal zu dreien auf Geraden liegen. 
Sind die Gleichungen der 4 Kegelschnitte S,=0. 5 —0, 8,0, 8,0, die 
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k—4 
der 4 Geraden 1,=0, 1,=0, 1,=0, L,=0. so kann man setzen = Sei Fr 


i=1, 2, 3, 4; d.h. 

„Vier quadratische ternäre Formen lassen sich im Allgemeinen gleich- 
zeitig linear durch die Quadrate von vier linearen Formen darstellen.“ 

Was die zweite Frage betrifft, so ist es klar, dass es bei einer all- 
semeinen Transformation keine Curve giebt, die sich selber entspricht. Bei 
der symmetrischen quadratischen, welche wir auf die einfache Form 


PXTL = NY, PT —=YYı, 9% — Yıf 
reducirt annehmen, ist es leicht, Curven von beliebig hohem Grade zu con- 
struiren, die sich selbst wiedererzeugen. Behalten wir die alte Bezeichnung 
der Fundamentalpunkte durch «,, @, &,, durch welche die Curve C resp. 
k,. Ay, Ak, mal geht, bei, so ist die erste Forderung, damit die transformirte 
Curve ©’ von demselben Grade » wird, wie C: k+ky»+h,=n. Es sei nun 


u aueh —=td 
ER ı 


die Gleichung von €, dann gehen zwei Glieder von der Form 


mn—k, n—h nk —h 


rn ki nd: IL L z z 4, 4; 
A) 3,2, Cı LT IL; T Un, n—k,—/, n—k,—/ 17 Tı X, IL; 


nach der Transformation unter Fortlassung des Factors yj'y.y,; über in: 
nk — hd, „hd, nk; | "ee 
Ad). Yı Y Y; Tu —1,n-klynı—Yı YEY3- 


vr 


Es wird somit C° mit C© identisch sein, sobald die Beziehung stattfindet: 


en en Er 


Hierdurch ist die Möglichkeit gegeben, Curven von jedem Grade herzustellen, 
welche sich selbst wieder erzeugen. — 


Breslau, im Juni 1870. 
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Ueber die Druckkräfte, welche auf Ringe wirksam 
sind, die ın bewegte Flüssigkeit tauchen. 
(Von Herrn Ludwig Boltzmann in Graz.) 


Herr Kirchhoff hat in einer Abhandlung im 71” Bande dieses Journals 
nachgewiesen, dass auf zwei unendlich dünne in einer bewegten Flüssigkeit, 
die in der Unendlichkeit ruht, befindliche Ringe von der Flüssigkeit Druck- 
kräfte ausgeübt werden, deren Moment für irgend eine Verrückung gleich dem 
Moment der Kräfte ist, mit welchen die Ringe auf einander wirken würden, 
wenn gewisse elektrische Ströme in ihnen flössen. Er knüpft daran die Be- 
merkung, dass demzufolge die Ringe scheinbar dieselben Kräfte auf einander 
ausüben, wie diese elektrischen Ströme. Diese Bemerkung hat aber nicht all- 
gemeine Gültigkeit *); wenn die Ringe in Bewegung sind, so können die mit 
einander verglichenen Kräfte sich noch durch Kräfte unterscheiden, die von 
der Bewegung der Ringe abhängen, und deren Moment für jede Verrückung 
gleich Null ist. In der That zeigt die Rechnung, dass dies der Fall ist. 

Da Herr Kirchhoff den Beweis für die Richtigkeit des von ihm gefundenen 
Werthes der in der Flüssigkeit enthaltenen iebendigen Kraft nur für den Fall 
eines kreisförmigen Querschnitis der Ringe geliefert hat, so will ich mit der 
allgemeinen Berechnung der in der Flüssigkeit enthaltenen lebendigen Kraft 
für nicht kreisförmige Ringquerschnitte den Anfang machen; hierauf soll ge- 
zeigt werden, wie dieselbe vermittelst des sogenannten Hamiltonschen Prineipes 
zur Berechnung der auf die Ringe wirksamen Kraft angewendet werden kann, 
wobei sich zeigen wird, dass die Art und Weise, wie zuerst die Herren Thomson 
und Tait dieses Prineip auf Probleme der Hydrodynamik angewendet haben, im 
Allgemeinen eine unerlaubte ist. in den von diesen Herren betrachteten Fällen 
aber in Folge des Verschwindens gewisser Glieder zu keinem fehlerhaften 
Resultate führt. Zum Schlusse endlich will ich die directe Bestimmung der 


*) Als ich Herrn Kirchhoff in einem Gespräche auf diesen Umstand aufmerksam 
machte, theilte er mir mit, dass auch er ihn bereits bemerkt habe. 
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auf jedes Oberllächenelement der Ringe wirksamen Druckkräfte in einer etwas 
allgemeineren Weise ausführen, was auch der einfachste Weg zu sein scheint, 
um zu dem für unendlich dünne Ringe geltenden Resultate zu gelangen. Es 
sei eine reibungslose Flüssigkeit von einer allseitig geschlossenen Fläche 0 
umgrenzt. In derselben seien beliebig viele Körper eingetaucht, von denen 
alle oder doch einige einen mehrfach zusammenhängenden Raum erfüllen. An 
jedem Punkte der Flüssigkeit soll ein im Allgemeinen mehrdeutiges Geschwindig- 
keitspotenlial existiren. Ausser dem in der Flüssigkeit herrschenden Drucke 
sollen keine Kräfte auf die Flüssigkeitstheilchen wirken. Selzen wir zuersi 
voraus, sämmtliche eingetauchte Körper befinden sich in Ruhe; wir können 
uns einen für die folgenden Untersuchungen sehr brauchbaren Ausdruck für 
das (reschwindigkeitspotential auf folgende Art verschaffen. Bezeichnen wir 
die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes der Flüssigkeit mit x, y, 3 die 
Componenten der daselbst herrschenden Geschwindigkeit ce mit «, v, ferner 
dieselben Grössen für einen anderen Punkt mit x, y', 3’, «, ev’, w'; endlich 
mit r die Entfernung beider Punkte und definiren drei Grössen A, B, C durch 
folgende über den ganzen von der Flüssigkeit erfüllten Raum auszudehnende 
Integrale: 


2 m dx'dydg,, B=— m/J/: -die'dy'dz', 
JS Zde dy'dz', 











so ist: 
1) uf dad 0 _UB, AB, „EC, EC, 
a da’ dy’ a de: WW 4.’ de’ dy’ de 
ferner 


dA, dB, dÜC 


I\ u 


i 


dc dy dz 
Von der Richtigkeit der letzten Gleichung überzeugt man sich. indem man 


jeden dieser Ausdrücke in folgender Weise transformirt: 


— Br Zar fr ) da’ dy' dz' = af Zay ds’. ///3 es FLLZ: dy'dz' 


und bedenkt, dass im ganzen von der Flüssigkeit erfüllten Raume 


du dv dv 
Be A ‚ee 
dx dy ds 0 


und an seiner Öberlläche 4u+ue-+rw—0 ist, wenn #4, «, v die Richtungs- 


cosinus des betreffenden Oberflächenelementes sind. Der Umstand, dass der 








Boltzmann, über Ringe, die in bewegte Flüssigkeit tauchen. 113 


von der Flüssigkeit erfüllte Raum ein mehrfach zusammenhängender ist, stört 
die Richtigkeit dieser Transformationen nicht, da ja «, 
sind. Setzt man ferner: 


‚ w überall eindeutig 


dB dl dl dä .. 44. dB 

L=—-—, M=-—--—, N=—-— 

s  dy da ds’ dy dx 
und transformirt die Differentialquotienten von A, B, C in derselben Weise 
wie früher, so erhält man mit Rücksicht auf die Gleichungen: = = 2. 
“ dz dy 


dw du du 


dv 
de d&’dy de folgendes: 


1 \ Da— VYba 1 U, — A. . 1 A. — Mu, 
L=,- / do. T, M- f ET Wi Zi / lo De, 
Lt U . s 


r Arı  4n. } 








wobei do ein Element der Flüssigkeitsoberfläche, «,. ©,. w, die daselbst herr- 
schenden Geschwindigkeitscomponenten und 4, u, v die Cosinus der Winkel 
sind. welche die ins Innere der Flüssigkeit hinein auf do errichtete Normale 
mit den positiven Coordinatenaxen bildet. Die Integration ist über die ge- 
sammte Flüssigkeitsoberfläche, also sowohl die Oberfläche der eingetauchten 
Körper als auch die Begrenzungsfläche 0 zu erstrecken. Nun ist aber 





dN dM dA dA d’A d/dA, dB dC 
ES 
dy  dz de dy de dz\de dy dz/ 
in Folge der Gleichungen (1.) und (2.). Wir erhalten daher: 
PERER 1 ‘do - u i . . 
(8.) BE an 2 Sala AD, U.) \33 )\ 98, MW .)|- 
Entsprechende Ausdrücke ergeben sich für @» und w. Man sieht die Identität 


dieser Rechnung mit der von Herrn Helmholtz in seiner Theorie der Wirbelbewe- 
gung ausgeführten. Ich wiederholte sie hier bloss, um die Anwendbarkeit der 
Formeln des Herrn Helmholtz für den Fall eingelauchter Körper analytisch zu be- 
weisen. Wir können uns von derselben übrigens auch durch folgendes Räsonne- 
ment überzeugen. Wir denken uns die Fläche O plötzlich hinweggenommen und 
unsere Flüssigkeit rings mit ruhender gleichartiger Flüssigkeit umgeben. Gleich- 
zeitig nehmen wir auch sämmtliche in die Flüssigkeit tauchende Körper hinweg 
und erfüllen ihren Platz mit ruhender Flüssigkeit. Es soll nun während eines 
Momentes Reibung zwischen der neuhinzugekommenen und der ursprünglich 
vorhandenen Flüssigkeit stattfinden, die jedoch augenblicklich wieder aufhört. 
Es werden sich in Folge dessen sämmtliche Begrenzungsllächen der ursprüng- 
lich vorhandenen Flüssigkeit mit einer unendlich dünnen Schicht rotirender 


Flüssigkeitstheilchen überziehen, sie werden das, was Herr Helmholtz Wirbel- 
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flächen genannt hat. Der Druck der Flüssigkeit wird zu beiden Seiten irgend 
eines Elementes dieser Wirbelflächen im allgemeinen verschieden sein, die- 
selben würden sich also sogleich zu bewegen und zu deformiren anfangen. Wir 
können dies jedoch verhindern, wenn wir auf jedes Flächenelement von Aussen 
eine Kraft wirken lassen, welche den auf dasselbe wirkenden Druckkräften 
das Gleichgewicht hält. Dann bleiben sämmtliche Wirbelflächen in Ruhe und 
die Bewegung der Flüssigkeit ist also dieselbe wie im Falle, wo ihr Inneres 
durch die festen Körper ersetzt war. Jene Druckkräfte, welche auf die Aussen- 
seite der Wirbelflächen wirken, sind dieselben, denen im ersten Falle die Ober- 
llächen der festen Körper ausgesetzt waren. Auf das letztere Problem aber sind 
die Formeln des iHlerrn Helmholtz unmittelbar anwendbar. Die für «, v, w ge- 
fundenen Ausdrücke sind die Componenten der Kraft, welche gewisse die Ober- 
fläche durchfliessende elektrische Ströme auf einen im Punkte x, y, z befindlichen 
Magnetpol mit der Einheit magnetischen Fluidums ausüben. Setzen wir nämlich: 
(4.) g= uw, vv,, h=vu-hw., k=ive,-un, i= ’-+h’+K, 
so erfüllen diese Grössen die Bedingung: gA-+hu-+kr=0; eine durch einen 
Punkt P der Oberfläche gezogene Gerade @, deren Richtungscosinus den 
daselbst herrschenden Werthen von g, h, %k proportional sind, tangirt also die 
Oberfläche und steht zugleich senkrecht auf der Geschwindigkeitsrichtung H 
der Flüssigkeit im Punkte P. Sehen wir die Fläche als Wirbelfläche an, so 
ist ö die Intensität und @ die Richtung der durch P gehenden Wirbelfäden. 
Wir wollen nun die gesammte Oberlläche aller Körper sowie die Fläche 0 
derart mit elektrischen Strömen bedeckt denken, dass die Richtung der Ströme 
in jedem Punkte P der Fläche parallel @ ist, also mit den Coordinalenaxen 
Winkel macht, deren Cosinus . N 5 sind. Die Intensität derselben aber 
soll so gewählt werden, dass, wenn wir eine unendlich kleine gerade Linie 
dq parallel der Richtung H, also senkrecht auf der Richtung der Ströme durch 
P ziehen, die Gesammtintensität der durch dq gehenden Ströme gleich idgq ist. 
Es erleichtert die Vorstellung, wenn wir uns sämmtliche Oberflächen mit un- 
endlich vielen elektrischen Strömen, die unendlich dicht gelagert sind, und 
deren jeder eine constante (für alle gleiche) unendlich kleine Intensität & be- 


sitzt. bedeckt denken. Die Anzahl der Ströme, welche dann durch unser 


a ..„ tdı . Es 
Linienelement dq gehen, ist — Schon aus dem Umstande, dass Wirbel- 


fäden nirgends abbrechen können, folgt, dass alsdann sämmtliche, die Ober- 
flächen bedeckende elektrische Ströme geschlossen sein werden; dass nirgends 
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welche beginnen oder plötzlich enden können. Man zZ 
kann sich hiervon übrigens auch in folgender Weise 
überzeugen. Wir betrachten ein Element der z2y- 
Ebene dr. dy und legen durch dasselbe ein Prisma, 
dessen Seiten der 3-Axe parallel sind. Dasselbe E 
schneide aus irgend einer der Oberflächen das 
Element ABCD aus (siehe nebensteh. Figur); die 











Richtung der Ströme in diesem Elemente sei MN: 





dann ist die Zahl der Ströme, welche durch E day) | 
gehen: Y | 
7, — jABsincHN, AB) 
€ 
. . . « r . 4 h k o = 
Die Richtungscosinus der Geraden UN sind --. —. —: die der Geraden AB. 
[) ag ) 


welche auf der y-Axe und der Normalen zur Oberfläche senkrecht steht. 


’ v 2. EEE 
sind! ——— .„ 0, — ———, woraus man ohne Schwierigkeit findet: 
YA’ v? Year’ 


sin (HN, AB) = —.— - 


Wir erhalten somit: 


L- hdr 


VE 
Ebenso erhalten wir für die Zahl der durch AU zehenden Ströme den Werth: 
r gdy u ; nn r . 
Pr A BEN Die Zahl der elektrischen Ströme, welche durch CD austreten. ist 


’ IZ u 2 e IZ, 
Ft E dy, ebenso die Zahl der Ströme, welche durch BD austreten, 2,44 E dx. 





dx 
Der Ueberschuss der aus dem Flächenelemente ABCD austretenden über die 
in dasselbe eintretenden, also die Zahl der in jenem Flächenelemente anfangen- 


den Ströme, ist somit: 





ı( 2) ı( h ) & 
d\ — d\ — 
2. 02, 9/, Ay) Laray 
—dy+ —tde = | — — + — __ 
dy dx dx dy € 
7 r m . | u h A 
Es ist aber in Folge der Gleichungen (4.) reg Fun 


Stellen wir die Gleichung der betrachteten Fläche durch z=f(x,y) dar, so ist: 
15 * 
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2» du dl . -, | «(,) 








du, de. , df dwa df dw, 


u nie ur Ev aan Ay s folglich: de ' Ay ”- dy dx dx dy “ dy de 


Bei Bildung der partiellen Differentialquotienten ist hier z in Folge der Glei- 
chung z=f(x,y) als Function von x und y zu betrachten, daher 


DB — 





dun __ Ol ui OUa af, 


dy oy 03 dy’ 
und ähnliche Ausdrücke ergeben sich für die anderen partiellen Differential- 
quotienten. Die geschlungenen © bedeuten eine Differentiation, wobei x, % 
und z als unabhängig betrachtet werden. Berücksichtigen wir noch, dass all- 
semein, folglich auch für die Oberfläche die Gleichungen gelten: 


0. Wa OWa _ Ma du Oo 








’ . as mn r CN P r .. 
0% oy OX 02 oy 107 va 


5) 

er a — Ö. 
Es nehmen also in unserem Oberflächenelemente keine neuen Ströme ihren 
Ursprung, und da dies von jedem Elemente gilt, so werden nirgends auf den 
Flächen Ströme plötzlich anfangen oder enden, sondern alle Ströme werden 
seschlossen sein. Betrachten wir irgend ein Oberflächenelement do, bilden 
für jedes darin enthaltene Stromelement das Product aus seiner Länge in seine 
Intensität und addiren alle diese Producte, so ist die so gebildete Summe, die 


wir mit Deds bezeichnen wollen, gleich ido; ferner ist, wenn wir die Richtungs- 


so erhalten wir: 


" kr ( h Basz 
cosinus der durch do fliessenden Ströme, also die Grössen -, —, — mit 
| [) Q 


a, b, ce bezeichnen: 
Zasds=gdo, Ibeds—=hdo, Zceds—= kdo, 

und man überzeugt sich leicht, dass die in Gleichung (3.) für x, v, w ge- 
fundenen Werthe nichts anders als die durch —47 dividirten Componenten der 
elektromagnetischen Wirkung aller jener Ströme auf einen im Punkte x, y, z 
befindlichen Magnetpol mit der Einheit magnetischen Fluidums sind. Das Ge- 
schwindigkeitspotential ip Punkte x, y, z ist daher das Potential der elek- 
trischen Ströme auf jenen Magnetpol dividirt durch —4r. (Das Zeichen des 
Potentials ist so gewählt, dass die positiven Ableitungen gleich den Kräften sind). 

Die betrachtete Vertheilungsweise elektrischer Ströme auf Oberflächen, 


welche wir kurz als die Minimumanordnung bezeichnen wollen, besitzt eine 
erwähnenswerthe Eigenschaft. nämlich dass für dieselbe der Ausdruck 
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also das Potential sämmtlicher Ströme aa ein Minimum wird. Hier- 
bei sind ds und ds’ zwei Elemente der Ströme. r ihre Entfernung, 4 ihr 
Winkel, die beiden Integrationen sind über sämmtliche Elemente irgend eines 
Stromes, die Summationen über alle auf den Oberflächen befindlichen Ströme 
auszudehnen. Bezeichnen wir die Projectionen des Elementes ds auf die Co- 
ordinatenaxen mit dx, dy, dz seine Richtungscosinus mit a, b, c; dieselben 
Grössen für ds’ mit d«', a dz, a, b’, c', so wird: 


P-r_ ze dx dx'- | + dy Du Pen 


Wir lassen nun die Lage sämmtlicher Ströme auf den Oberflächen unendlich 
wenig variiren; die Länge der einzelnen Ströme kann sich dabei ändern, je- 
doch müssen dieselben dann durch Einschaltung neuer Stromelemente ge- 
schlossen erhalten werden. Die Gesammtintensität aller Ströme, welche den 
Querschnitt irgend eines Rings durchfliessen, ist dabei invariabel; sie ist nämlich 
durch den Zuwachs % bestimmt, den das Geschwindigkeitspotential bei Um- 
kreisung des Ringes erhält. Ist diese Gesammtintensität nämlich gleich %, so 
wächst ihr Potential auf einen Magnetpol mit der Einheit magnetischen Fluidums 
bei Umkreisung des Ringes um —4n7%. und da das Geschwindigkeitspotential 
gleich dem durch —47 dividirten Potentiale der Ströme ist, so muss ‘% gleich A 
sein. Die Umkreisung ist positiv gerechnet, wenn sie bezüglich einer im Strome 
schwimmenden Figur von links über vorne nach rechts geschieht. Weil die 
Variation von P in Folge der Lagenänderung sämmtlicher ds gleich sein muss 
der Variation in Folge der Lagenänderung sämmtlicher ds’, so erhält man: 
öoP = 

Pal auch Au Bar sdöz (dvda'+dydy'+dzdz') | (e-2’)dx+(y-y')dy+(z-2')62 |) 

u > —. BR SEE Fr er "> 
Um die Differentisle der Variationen wegzuschallen, integriren wir den ersten 
Theil partiell; es ergiebt sich, wenn man berücksichtigt, dass sämmtliche Ströme 
geschlossen bleiben, daher die Variationen an der oberen und unteren Grenze 








vleich sind: 


pP_eyyff Id rI( Na’b1(3—3)ac—(2— z')\(bb'-+ce')] 
dor» = dzl(y—y)ab+(23—-3)ac—(z—-z)(bb +cc) 





Lnas 


+dy[3— 3')cb'’+ (x — a’) ab’ — (y—y)(aad’+ cc')] 
+d3 [(x - @’)acC+(y— y')be—(z—2') (aa’+bb')]} 
= Ef eds {02 (eH-bK)+dy(aK— cG)+03(bH-aG)), 


’ 
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wenn 








G ze ds VENEN _ [do y-ıD)k— (@—3)h 














r’ r? ’ 
. ee a . a a 

H xfeds (3 — :')a Din ze — fa (3 —2')g > x’) k 
» -_—_ gNh'__ ee . a ee 

K= Zfeds EIITUZNE — fo EZHTUTN 


geselzt wird. G, H, K sind also nichts anderes als die Componenten der 
Wirkung sämmtlicher Ströme auf einen Magnetpol mit der Einheit magneti- 
schen Fluidums. Dieselben werden auf den Oberflächen unbestimmt. Wir 
sahen nämlich, dass sie auf ihrer Aussenseite eleich —Arnu,, —Aar,, —Anw, 
sind; auf der Innenseite dagegen sind sie gleich Null, weil im ganzen Innern 
der Körper das Potential der Ströme auf einen Magnetpol eindeutig und an 
ihrer Oberfläche seine Ableitung normal zur Oberfläche gleich Null is. Um 
diese Zweideutigkeit zu vermeiden, denken wir uns die Ströme in einer gleich- 
förmigen Schicht von unendlich kleiner Dicke auf den Oberflächen verbreitet. 
Der Werth der Grössen @, H, K ist dann an der Innenseite der Schicht gleich 
Null und nimmt gegen die Aussenseite hin gleichförmig bis —Aru,, —Ane,, 
—4aw, zu. Die Verschiebungen dx, dy, ds sollen für sämmtliche in einer 
Schicht über einander liegende Stromelemente gleich angenommen werden. Wir 
müssen dann, wie sich leicht ausführlicher beweisen lässt, für @, H, K ihre 
Mittelwerthe —2ru,, —Rae,, —2raw, seizen. Die Variationen dx, dy, 03 
sind dabei der Bedingung Adc + udy-+rvdz=- 0 unterworfen, da die Ströme 
die Oberflächen nicht verlassen sollen. Die Bedingung, dass ÖP verschwinde. 
reducirt sich daher auf: 


cH—bK akh—cG _bG—aH 





2 ih u yv 


Diese Bedingung ist in der That bei der von uns als Minimumanordnung be- 
zeichneten Vertheilungsweise der Ströme erfüllt, wie man sieht, wenn man 


für @, H, K die Werthe — 2au,, —?2rv,,. —2rw, substituirt und bedenkt. 


g h u‘ ; a . 
das a = : B. mes Wenn Ströme von constanter Intensität, aber 
veränderlicher Länge auf der Oberfläche (oder auch im Innern) ringförmiger 
Körper, längs der Mittellinie laufend, diese zu umkreisen gezwungen sind, so 
werden sie dann unter dem Einflusse ihrer elektrodynamischen Wechselwirkung 


im (allerdings labilen) Gleichgewichte sein, wenn ihr Potential aufeinander 
ein Minimum ist; also wenn sie sich in der Minimumanordnung befinden; die- 
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selbe hat also Analogie mit der Vertheilung statischer Elektrieität auf der 
Oberfläche eines Leiters. In speciellen Fällen aber könnte die Theilung eines 
Stromes von der Intensität Null in zwei entgegengesetzte diese Veranschau- 
lichung stören, während das Analogon bei der stalischen Elektricität immer 
möglich ist. Es ist unmittelbar klar, dass, wenn eine solche Gleichgewichts- 
position von Strömen möglich ist, ihr Potential die an das Geschwindigkeits- 
potential gestellten Forderungen erfüllt. Man könnte hierauf auch den Beweis 
unserer Sätze gründen. Die Wirkung der Ströme auf einen Magnelpol im 
Innern der Körper oder ausserhalb der Fläche © ist dabei Null. 

Wir wollen nun die ganze in der Flüssigkeit enthaltene lebendige 


Kraft berechnen. Dieselbe ist, wenn o die Michi yo Flüssiekeit vorstellt: 


l = 
— "= off far dydz% 63) 2 +) (2) 
\ dy «2 


y ist das Geschwindigkeitspotential, also das durch — 4 dividirte Potential 





aller elektrischen Ströme auf einen Magnetpol mit der Einheit magnetischen 
Fluidums. Bezeichnen wir nun das durch —4n dividirte Potential eines ein- 
zigen der Ströme auf einen derartigen Magnelpol mit dy und eine Summalion 


über alle Ströme auf allen Flächen mit >, so ist: 
dp „ddp, 6-42 iu si A döp dö P 
dx + de ?’ \dx . dc = ee TE 3 


In der letzten Formel ist sowohl dy, als auch Ö’y das durch —Ar dividirte 
Potential eines einzelnen Stromes (dy etwa des Stromes 8, Ö’y des Stromes Ss”), 
und beide Summationen sind über alle Ströme zu erstrecken. Es ist folelich: 


._® xx /ff: 4 dö'p Er döp do’ u ee 
er 2 dedyds| de dad u duy dz 


Nun ist aber nach dem Greenschen Salze: 


es er. döp, döyp döp d öp dö'pn 
fa dy dz dx dx dy dy ds dz -) 
. 3 ) 
— —/do dy > - [au Öf ER, 


. dn dn 





wobei do ein Oberflächenelement der festen Körper, do aber ein Oberflächen- 
element der Querschnitte ist, durch die man den von der Flüssigkeit erfüllten 


’ . d ’ 
Raum zu einem einfach zusammenhängenden machen kann. rm bedeutet eine 
; (din 


Differentiation in der Richtung der nach der Seite der Flüssigkeit hin ge- 
zogenen Normale. dp wird zu beiden Seiten jedes Querschnittis mit Ausnahme 


eines einzigen denselben Werth haben. Es ist dies der Querschnitt, dessen 
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Begrenzungslinie auf der Oberfläche desselben Ringes wie der Strom S liegt. 
Wir können als Begrenzungslinie jenes Querschnitts diesen Strom selbst wählen. 
Die Werthe von dp zu beiden Seiten dieses Querschnitts unterscheiden sich 
um &, da dies die gemeinsame Intensität aller Ströme ist. Es ist somit 


Saw dp? a = fd _. 


also gleich dem durch —4n dividirten Potentiale der Ströme S und S’ auf- 


einander. Es ist dabei vorausgesetzt, dass das Potential zweier Ströme von 


den Intensitäten J und J’ aufeinander ff Lust au ist; dass also die In- 


tensitäten in sogenanntem elektromagnelischen RER gemessen sind. Wir er- 


halten, indem wir die Gleichung (6.) bezüglich d und Ö’ summiren und mi! 
g 














5 multiplieiren: 
a 0 x _x,.döy 0 Ey. 
E = u zE/ dody +79 Sfandp 
hier ist der zweite Theil rechts das mit 1 multiplieirte Potential aller Ströme 


aufeinander, indem, wie man leicht sieht, die Summe der Potentiale jedes 
einzelnen auf sich selbst zu demselben nur verschwindend wenig beträgt. Der 
erste Theil des Ausdrucks rechts aber ist gleich: 





0 fa zr, „ddp 2 faoy dp 

ee od 2 do « — 0 

2. F e An ’ 

weil - 7 für alle Oberflächenelemente verschwindet. Es ist die gesammte in 
( 


der Flüssigkeit enthaltene lebendige Kraft gleich dem mit ne multiplieirten 


Potentiale aller jener Ströme S aufeinander. Die Gesammtintensität der irgend 
einen Ring durchfliessenden Ströme muss dabei gleich dem Zuwachs % sein. 
den das Geschwindigkeitspotential bei Umkreisung des Rings erleidet, ihre 
Richtung ist positiv zu zählen, wenn die Umkreisung bezüglich einer schwim- 
menden Figur von links über vorne nach rechts geschieht; die Vertheilung 
der Ströme ist dadurch bestimmt. dass, wenn die Oberflächen fix sind. JP 
verschwindet. Verschieben wir sämmtliche Körper unendlich wenig und denken 
uns die Ströme in die ihrer neuen Position entsprechende Minimumanordnung 
gebracht, so besteht der Zuwachs von P aus zwei Theilen, jenem, welcher 
von der Verschiebung der Ströme mit den Körpern bei unveränderter An- 
ordnung aul ihrer Oberlläche herrührt, und jenem, der von der Veränderung 
der Auordnung der Ströme herstammt, welche nothwendig ist, damit diese in 
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die der neuen Position der Ringe entsprechende Minimumanordnung kommen. 
Letzterer ist aber gleich Null; denn wir wissen. dass für eine Variation der 
Vertheilung der Ströme ohne Aenderung der Lage der Fläche ÖP eleich Null 
ist. Die Variation, die das Gesammipotential der Ströme erleidet, ist daher 
gleich derjenigen, die es erleiden würde, wenn sich die Vertheilung der 
Ströme auf der Oberiläche der Körper nicht ändern würde. 

Wir wollen jetzt zu dem Falle übergehen. dass die Körper in der 
Flüssiekeit nicht ruhen, und zwar wollen wir, da die Rechnung hierdurch 
nicht schwieriger wird. annehmen, dass sie zugleich ihre Gestalt. nicht aber 
ihr Volumen verändern. Die Oberfläche O dagegen soll ruhen, obwohl auch 
ihre Bewegung den Gang der Rechnung nicht wesentlich modilieiren würde. 
Die Componenten der Geschwindigkeit irgend eines Oberllächenelementes do 
der Körper sollen «, /, y heissen. Wir wollen uns für einen Augenblick 
bloss die Oberflächen der Körper aus einer von der Flüssigkeit verschiedenen 
Substanz gebildet, ihr Inneres aber wieder mit ursprünglich ruhender Flüssig- 
keit ausgefüllt denken, welche natürlich, sobald sich die Oberllächen der 
Körper bewegen, ebenfalls in Bewegung geräth und zwar unter Existenz eines 


eindeutigen Geschwindigkeitspotenlials. Wir setzen wieder: 
’ { JE ] | | np | IE ] 'd 'd ' 
en — (dc dy dz. > — - —dIT ay a3, 
Ar. gi r Y i IT. 2 Fr I 
1 (/[ w!' 
Da. Y// — dx'dy'dz', 
AnJI. r J | 


wobei die Integration über die ganze in der Fläche O befindliche Flüssigkeit 
ausserhalb und innerhalb der Körper zu erstrecken ist. Es ist dann in der 
ganzen Flüssigkeit wieder: 

dA, dA, dA dB #2, d’C Ai. 2 


U _— | ID - er u a  ' 
U ee 3 


ey Term? 

dA, dB, dÜ | 
By m; 
Um die letzte dieser Gleichungen zu beweisen, transformiren wir die Ablei- 
tungen von A, B, C wie früher, sowohl für die Flüssigkeit innerhalb als 
auch ausserhalb der Körper. Es ist nun zwar nicht mehr an der Oberfläche 
derselben Au+ue+rw gleich Null; aber diese Grösse besilzi zu beiden Seiten 


der Oberfläche denselben Werth, wesshalb sich die auf die Grenzen bezüg- 


dA, dB dc 


lichen Glieder im Ausdrucke für BIETE doch wieder aufheben. Trans- 


formiren wir unter Berücksichtigung desselben Umstandes die 3 Grössen 
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dB dÜ dl dä dA dB 


rer a a ar N U de’ 





so erhalten wir: 


L= 2 Jar mr m, =, ao! Ale 


An. r . 
NT 1 : ) u :/ 9 Kuası (U, — u;) 
N= im fdo ( € -d;) - ui ) 


p 

















. 
y) 


wobei #,, ©,, w„ die Geschwindigkeitscomponenten der Flüssigkeit an der 
ah 4;, v,, w, an der Innenseite von do sind. Da wir die Fläche 
) als ruhend vorausseizten, so ist für dieselben „oe, =w=0, u,, v,, w, 
“= sind einfach die an ihren Elementen stattfindenden ice 
ponenten. Es ergiebt sich hieraus, wie früher: 
dN dM l  TAwa-v)-ulue-u,) , nn ru) -Awo-W;); 
I=——-— — =— 1 /do|- a Br: ee (3-2). 


dy ds An. r? Re 








Entsprechende Ausdrücke erhält man für oe und w. Es sind a, ®, w wieder 
die Krafteomponenten geschlossener längs der Oberflächen hinfliessender elek- 
trischer Ströme auf einen Magnetpol mit der Einheit magnetischen Fluidums. 
Stromintensilät und Richtung ist wie früher bestimmt; nur treten an die Stelle 
von %,, ®,, w, jelzt die Differenzen u,—%,, v,—®;, w,—w,. Legen wir irgend- 
wo eine unendlich kleine Gerade dq senkrecht gegen die Richtung der Ströme. 
so ist die Intensität der durch dq gehenden Ströme idg. Die Cosinus der 


Winkel aber, welche die Richtung der Ströme mit den Coordinatenaxen bildet. 


’ ( h k ig 
sind —, —, — wobei jetzt: 
l l l 


, \ y ’ \ BE 5 £ n/ y \ 
7 - u Du 20 —VIm,—P;). h - vV\ _ Fra 3 —AlW, u sr li 2 ,v.—d,) —U\U TU 


ı { v, i)/) 


ıg- -h- I" 
ist. Denken wir uns die Oberflächen mit unendlich vielen Strömen von con- 
die Zahl der durch 


dq gehenden Ströme. Das durch —4r dividirte Potential dieser Ströme auf 


er R BEN & . ide 
stanter unendlich kleiner Intensität & überzogen, so ist ! 


einen Magnetpol mit der Einheit magnetischen Fluidums ist dann sowohl ausser- 

halb. als auch innerhalb der Körper Geschwindigkeitspotential. Ausserhalb 

ist dasselbe eonstant. Dem Potential aller Ströme aufeinander. also dem Aus- 
& ‘ds ds’ cos" r N u ' 

drucke P = - z//- ———— kommt wieder eine Minimumeigenschaft zu. 


TE wir se AU älles Varialion wie früher, so ergiebt sich: 


«Sf ds [0 (eH-bK)+dy(aK-eG) +03 (bG-al)], 
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wobei: 
. „ ®«(y—y)—-h(z— 2) . 4@ß—- 2) —- k!(2— x 
( — /do mad £. nn Pr. H = /do 2 nn Es 


K= [a Ke-D-su-r 
- 


ist. Die Grössen G, H, K nehmen wieder, wenn sämmtliche Flächen mit 





einer unendlich dünnen Stromschicht überzogen „edacht werden. von der 
Innenseite derselben bis zur Aussenseite gleichmässig zu. Ihre Mittelwerthe. 


welche hier zu nehmen sind, sind: —2r7 (u, tu). —2a(e +0). —2r(lw,tw,). 


Wir wählen nun die 3 Functionen «, 5, y von x, y, 3 so. dass sie an der 

Oberfläche irgend eines der Körper gleich den Geschwindigkeitscomponenten 

des entsprechenden Oberflächenelementes des Körpers sind, und im Innern 

Br da dA, dy ' & 2 

die Gleichung: — + —+-—-—=0 erfüllen, und bestimmen 3 andere Functionen 
d. dy dz 

I, m, n von x, y, z durch die Gleichungen: 


dn dm di dn dm di 
— — — [04 —— ._— ’# 
dy ds . dz dx I de dy 


Bezeichnen wir nun den Ausdruck: 


(9.) 57 ds (al--bm-- cn) = zf: de +mdy-+ndz 


mit O, wobei die Integration über alle Längenelemente eines Stromes, die 
Summation über alle Ströme auf allen Flächen zu erstrecken ist (für jeden 
Körper sind /, m, » im Allgemeinen andere), so ist nach Wegschaflung der 


Differentiale der Variationen: 


I d dl d 
0 Xfeas|o 2(bI +07 - De. ® 


dx dx dy dz- 
N dn | dl £ dm en 
6.) | Tey\e dy r dy ds "da 


Ro di ,dm dn =3] 
GE Fe 5 


— I/eds[dxz(by—eP)+dy(ca—ay)-+dz (ap—be)]. 
7 (? 71 Y / / /J 

Man erhält somit: 
d(P—-4n0) = Rn: Eds (dx [b(w.+w—2y)—c(e.+0,—2P) 


Da nun die Geschwindigkeitscomponente der Flüssigkeit sowohl innerhalb als 


auch ausserhalb der Körper in der Richtung der Normalen zu ihrer Oberfläche 
16 * 
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gleich der Geschwindigkeitscomponente des entsprechenden Oberflächenelementes 





in derselben Richtung sein muss, so hal man: 


Lu, +u— 20)+ u(e.+0—2ß)+v(w.tw—2y) = 0. 
Aus dieser und der G )u-+evr=0 aber folgt: 
Aus dieser und der Gleichung «4 -+! ıber folgt 
b(w.+w-2y)-clv.+0-2P) cut 2a a a+tWwi—2y) _ aldar® v-2P)-b(uuru Hu?) 
BO TE ee ne 


Es verschwindet also d(P—4An®) für alle dx, dy, Öz, welche der Bedingung 
.dc+udy+rdz= 0 genügen, also bei jeder Variation der Lage der Ströme. 
wenn sie die Oberflächen nicht verlassen und bei ungeänderter Intensität ge- 
schlossen bleiben. In dem speciellen Falle, dass die Körper ihre Gestalt nicht 
ändern, wird, wenn 5, 7, Z die Componenten der progressiven Geschwindig- 


keit, p, q, r die der momentanen Fre N ARE sind. 


2 8/ (nsda + Srdy + Sydz 


Wir wollen die Ausdrücke. mit denen in der Formel (6.) dx, dy und d3 


2. 


BP ie. dy—r. Bi N. 3). 





unter dem Integralzeichen multiplieirt sind, also die drei Grössen (by—eß)eds, 
(ca—ay)eds, (a? —be)eds als die Componenten jener auf das Stromelement 
ds wirksamen Kraft bezeichnen, deren Kräftepotential Q ist. Es ist dies die 
Kraft, welche solche magnetische Massen auf das Stromelement ausüben würden, 
die auf einen Magnelpol eine Kraft mit den Componenten «, , y ausüben 
würden. Dieselbe steht senkrecht auf dem Stromelemente ds und seiner Be- 
wegungsrichtung, ihre Intensität ist eds multiplieirt mit der Componente der 
Geschwindigkeit von ds, welche senkrecht auf ds steht. Da sie immer normal 
eegen die Bewegungsrichlung ist, so leistet sie keine Arbeit. Die betrachtete 
Vertheilung elektrischer Ströme auf den Körpern ist also diejenige, in welcher 
sie unter dem Einflusse ihrer elektrodvnamischen Wechselwirkung und der 
mit —4.7 multiplieirten Kraft, die auf jedes Stromelement in Folge des Kräfte- 
polentials Q wirkt, im Gleichgewichte sind. 
In dem speciellen Falle, dass sich sämmtliche Punkte der Fläche 0 

einer mindestens von der Ordnung FA unendlichen Entfernung befinden, und 
der von ihr umschlossene Raum einfach zusammenhängt, ist das Potential der 


auf der Oberfläche der Körper befindlichen Ströme auf jeden Punkt von 0 





- * - * 1 * * [ 
mindestens unendlich klein wie Ti also seine Ableitungen wie 75; von 
L 


dieser Ordnung ist daher auch die Geschwindigkeit an der Oberfläche O0, da- 


her auch die auf die Flächeneinheit bezogene Intensität der sie durchfliessenden 
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elektrischen Ströme. Die auf der Flächeneinheit befindlichen elektrischen 
Ströme werden daher ein Potential liefern. das im Endlichen mindestens un- 


endlich klein von der Ordnung —- ist. Das Potential aller auf O befindlichen 


R' 

| er 

— „ versehwinde! 
k° 


also sammt seinen Ableitungen mit wachsendem R. Die Körper sind dabei 


Ströme ist also im Endlichen mindestens unendlich klein wie 


alle als im Endlichen befindlich vorausgesetzt. Setzen wir noch voraus. die- 
seiben seien lauter Ringe, deren zur Mittellinie senkrechter Querschnitt ver- 
schwindet. so muss. wenn die Constante % endlich sein soll. die Geschwindie- 
keit an der Oberfläche der Ringe unendlich sein und nahe senkrecht auf der 
Mittellinie stehen: die auf der Ringeoberfläche fineirten elektrischen Ströme 
werden daher länes der Mittellinie hinfliessen müssen. und man kann sich selbe. 
da die Ringe unendlich dünn sind, mit Vernachlässieune unendlich kleiner 
Grössen als die Mittellinie durchlliessend denken. Es ist zunächst wiehlie. zu 
bemerken, dass in diesem Falle das Geschwindigkeitspotential selbst unendlich 
nahe an der Ringoberflläche doch endlich ist. In der That kann das Potential 
eines elektrischen Stromes auf einen Magnelpol mit der Einheil magnetischen 
Fluidums abgesehen von einer Conslanten höchstens eleich der 4: fachen In- 
tensität des Stromes werden, und da die Gesammitintensität der die Ringe durch- 
fliessenden Ströme endlich ist. so ist es auch ihr Potential. Seine Ableitungen 
dagegen werden auf der Ringoberfläche unendlich. Eine passende Form für 
das Geschwindigkeitspotenlial g in diesem Falle finden wir in folgender Weise. 
Ist y, das Geschwindigkeitspotential, welches herrschen würde. wenn die Ringe 
in ihrer augenblicklichen Posilion in Ruhe wären. g, dasjenige, welches herr- 
schen würde. wenn sich dieselben Ringe in derselben Weise unter Existenz 


eines eindeuligen Geschwindigkeitspotentials bewegten. so erfüllt 9, +, alle 


an g gestellten Bedingungen. Es ist also = y,+%. Da , eindeulig ist. 
de i ' M : a ’ ne 
1 aber auf der Rineoberfläche verschwindet. so wird die lebendiee Krafı 
(N 
T der Flüssigkeit. welche die Ringe umgiebt: 

an ) dep o do oe ff dp 

I = —- /dw. un /do: . 700 — 

2. Fi dn 2. Fi dn 28 ’ din 


do ist wieder ein Element der Ringoberfläche, do eines Querschnitis. Wenn 
die Geschwindigkeit der Ringe endlich ist, so ist es auch die auf die Flächen- 
einheit bezogene Intensität der Ströme, von denen das Potential g, herstammt, 


und da die von jenen Strömen durchilossene Fläche unendlich klein ist. so 


ist , selbst unendlich klein; seine Ableitungen sind nur in einem unendlich 
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kleinen Theil des Raumes endlich. sonst unerdlich klein; ist überall endlich. 
Es verschwinden daher die beiden letzten Glieder im Ausdrucke für T. Das 


ad 0 ff. dp ) i re BREI 
erste Glied — —/dwg, er aber ist, wie wir sahen. das mit *- multiplieirte 
“: «N 





47T 


Potential aller Ströme aufeinander. mit denen wir uns die ruhenden Ringe 
überzogen denken müssten, also der in der Minimumanordnung auf denselben 
vertheilten Ströme. Es ist also auch die Variation der lebendiveen Kraft oleich 
der Variation dieses Potenliales. Nun fanden wir aber erstens. dass für die 
Minimumvertheilung die Variation dieses Potentiales gerade so gross ist, wie 
sie wäre, wenn die Ströme ihre Position auf den Ringen und der Fläche 
O0 nicht änderten. zweitens dass das Potential der auf O0 befindlichen Ströme 
auf die auf den Ringoberflächen befindlichen verschwindet, drittens, dass wir 
uns sämmtliche Ströme als die Mittellinie durchlliessend denken können. wo- 
bei dann ihre Intensität gleich dem Werthe des %k für den betreffenden Ring 
ist. Der Zuwachs der lebendigen Kraft der Flüssigkeit ist somit bis auf un- 
endlich kleines gleich dem mil - mulliplicirten Zuwachse des Potentials von 
Strömen aufeinander, welche die Mittellinien mit der Intensität % durehlliessen. 
Es ist somit der Beweis des Kirchhoffschen Satzes auch für Ringe von nicht 
kreisförmigem (Querschnitte geliefert. Es mag noch bemerkt werden. dass 
Ströme, die die Ringe nicht längs der Mittellinie, sondern so durchfliessen. 
dass sie die Mittellinie solenoidartig umschlingen, ein Geschwindigkeitspotential 
liefern würden, das im Innern der Ringe mehrdeutig ist. Aus der Gleich- 
heit der lebendigen Kraft mit der bei Bewegung jener Ströme geleisteten 
Arbeit folgt unmittelbar die Gleichheit der in die Bewegungsrichtung fallenden 
Krafteomponente. Um auch die Kraft senkrecht auf die Bewegungsrichtung 
zu finden, muss jedoch ein anderer Weg eingeschlagen werden. Wollte man 
von der lebendigen Kraft ausgehen, so könnte hierzu das sogenannte Hamilton- 
sche Prineip dienen. Bilden wir nämlich die Variation der Grösse 


ER u -o’-+ ww” 
() > pc HEEETER 
= of auf fax dy ds ——, 


0 
so, dass der gesammte Bewegungszustand der Körper zu jeder beliebigen 
Zeit £ unendlich wenig geändert wird, die Lage der Körper zu Anfang und 
Ende aber. sowie das Zeitintervall 7, constant bleibt. Das 3fache Integral 
in 42 ist für jede Zeit über den ganzen von der Flüssigkeit erfüllten Raum. 
also den Raum ausserhalb der Körper zu erstrecken. Es ist also (2 die so- 


genannte Wirkung der Flüssigkeit während der Zeit ©. Wir bezeichnen mil 





dx 
dr, dy, Oz, du = . de: 


ordinaten und Geschwindigkeitscomponenten des Flüssigkeitstheilchens, das zur 


döy EB re or 

-— -, dw = —— die Variationen. welche die Co- 
dt di 

Zeit £ die Coordinaten x, y, z hatte. zur selben Zeit durch die Aenderung 

des Bewegungszustandes der Körper erlitten haben. du, dr, dw sind also nicht 

Variationen der an einem constanten Raumpunkte herrschenden Geschwindig- 


keitscomponenten. Dann ist: 


"44 2 of auf f far dy dz (udu+ede-+wdw 
e er _f.dox I ‚doöy 4 ‚dözN\ 
of dt / / [aa dydz\u a a re 


0) 
Integriren wir hier bezüglich £ per partes und beachten, dass x, e und w so- 
wohl explieit # enthalten, als auch in sofern @, y, > Functionen von £ sind, 


so ergiebt sich: 


02 — offfax dydz udöc+edy+wodz|, 
“1 Pi du du du du 
R andaldn (due 
of auf f fa: dydz | en rer 7, 


dv dr dv | deN ’ dıv div R dın 3] 


+dy\— tu — +0—+Ww LI2B( — u Le — +0 —) 
\ da dy dz/ dt dx dy dz / 


Wenn keine Kräfte von Aussen auf die Flüssigkeit wirken. so sind die mit 
' See a. ’ ; dp dp dp 

dr, dy, dz multiplicirten Glieder im Integrale rechts gleich ———. —- Zn 2 
vr dx dyy dz 
berücksichtigen wir, dass die Verschiebungen dr, dy, dz die Continuitäl der 
dox d Öy d Ö S 
d.x dy dz 
tegriren das mit dr multiplieirte Glied bezüglich x, das mit dy multiplieirte 


Flüssiekeit nicht stören dürfen. daher 0) sein muss. und in- 


bezüglich y und das mit dz multiplieirte bezüglich z partiell, so wird 
ı /+ P) f 1 f’ 
042 off fdwdy dz\uda+edy-+wdz,—/ dt / dopdgeosn, 


wobei dq die gesammte Verschiebung der dem Oberflächenelement do anliegen- 
den Flüssiekeitstheilchen. »; der Winkel zwischen ihrer Richtung und der auf 
do nach der Seite der Flüssiekeit errichtelen Normalen ist. Das letzte Glied 
im Ausdrucke für 042 erhält das entgegengesetzte Zeichen, wenn p nicht den 


auf die Flüssigkeit. sondern den auf das Oberflächenelement do des Körpers 


lastenden Druck vorstellt. Es ist also. wenn X do. Ydo. Zdo die Componenten 


dieses Drucks sind. auch gleich / di do/Xdxc-+Yody+Zdz). Sehen wir von 


(0) 
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dem ersten Gliede in dem Ausdrucke für df2 ab, so giebt uns das mit dr 
multiplieirte Glied die auf do in der Richtung der z-Axe wirkende Kraft: 
ebenso das mil dy und dz multiplieirte Glied die in der Richtung der y- und 
z-Axe wirkende Kraft, woran man sogleich das Hamiltonsche Prineip in der 
Form erkennt, wie es zuerst von Thomson und Tait auf Probleme der Hydro- 
dynamik angewendet wurde. Das erste Glied dagegen zeigt, dass diese An- 
wendung im aligemeinen eine unrichliee ist. Es rührt dies daher. dass die 
Ableitung des Hamiltonschen Prineips voraussetzt, dass die Anfangs- und End- 
position sämmtlicher materieller Punkte keine Variation erleide: in unserem 
Falle aber gilt dies bloss von den Punkten der festen Körper, wogegen die 
Endpositionen der Flüssigkeitstheilchen im Allgemeinen variiren werden: da- 
her jenes erste Glied. Wir können in demselben wieder den mit dr mul- 


tiplicirten Theil bezüglich & u. s. w. partiell integriren. Es geht dann über in 


o/ do gögeosı;. wobei jedoch die Integration nicht nur über die Ober- 


fläche der Körper, sondern auch über alle Querschnitte zu erstrecken ist, durch 
welche der von der Flüssigkeit erfüllte Raum zu einem einfach zusammen- 
hängenden gemacht werden kann. Da wir angenommen haben, dass die An- 
fanes- und Schlussposition der Körper keine Varialion erfährt, so verschwindet 
cosn für die ganze Oberlläche der Körper; das von der Varialion an den 
Grenzen stammende Glied verschwindet also. sobald das Geschwindigkeits- 
potential eindentig ist. Unter dieser Bedingung ist also die Anwendung des 
Hamiltonschen Prineips, wie sie die Herren Thomson und Tait machten, in der 
That gestattet; nur darf das Verschwinden der von der Variation an den 
Grenzen herstammenden Glieder nicht als selbstverständlich vorausgesetzt werden. 
sondern bedarf erst des Beweises. Auf ein unrichtiges Resultat aber würde 
man im Falle der Existenz eines mehrdeuligen oder gar keines Geschwindig- 
keitspotentials geführt. Im ersten Falle verwandelt sich das von der Variation 
an den Grenzen herstammende Glied in Zhfdog|ögeos “, wobei %k die vorige 
Bedeutung hat. Die Integration ist über alle Elemente eines Querschnilts aus- 


zudehnen, das Zeichen >’ bedeutet eine Summation bezüglich aller Querschnitte. 
/doo0g cos» ist die Masse der durch einen Querschnitt gegangenen Flüssig- 
"keit. Das von der Variation an den Grenzen stammende Glied ist also, wenn 
die Anfangsposition der Flüssigkeitstheilchen nicht variirt wird, die Summe 
der Producte der durch alle Querschnitte in der Richtung, in der g wächst, 
gegangenen Flüssigkeilsmassen in die Constante k für den betreffenden Quer- 
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schnitt. Um also nach dieser Methode die auf die Körper wirksamen Kräfte 
zu finden, müsste man dieses Glied in jedem speciellen Falle in ein nach / 
„wischen Null und 7 genommenes Integral verwandeln, welches unter dem 
Integralzeichen nur noch dx, dy, und dz enthielte. Ich will mich jedoch 
hierauf nicht weiter einlassen, sondern werde die auf die Körper wirkenden 
Kräfte in der einfachsten Weise, nämlich durch directe Auswerthung der auf 
irgend ein Oberllächenelement wirksamen Kraft berechnen. Ich beginne wieder 
mit dem einfachern Falle, dass die Oberflächen aller Körper ruhen. g ent- 
hält dann die Zeit nicht, und der Druck p, welcher auf irgend ein Oberflächen- 
' 


’ R 2 j z u.,+v; +w; ni 
element do wirkt, ist gleich einer Constanten weniger o- 4 — Wi 





wollen nun die elektrodynamische Kraft berechnen, welche auf die das Element 
do bedeckenden Stromelemente von allen übrigen ausgeübt wird. Ihre Com- 
ponenten in der Richtung der drei Coordinatenaxen sind nach den bekannten 
Formeln für die Wirkung geschlossener Ströme auf ein Stromelement 


X=do(kH—hK), Y=do(gK—-kG), Z=do(hG—gH). 


HF 


Es ist hier nach der bereits früher angewandten Bezeichnung: 
u  K(uyw—y)—h'(z— z') (dB 3) — Kl — 
G = fdo (Yy em. ( en. H= [do g\ 
” “Na —-e)—-!(y—y) 
K do! ( = ’y—y), 


Die Werthe @, H, K sind. wie wir gesehen haben. unbestimmt, sobald die 
Ströme auf einer absoluten Fläche fliessen. Substiluiren wir dagegen statt 
der Fläche eine Schicht von unendlich kleiner Dicke, in der jedes Flächen- 
element gleichförmig von den Strömen erfüllt ist, so nehmen sie von der 
Innenseite gegen die Aussenseite gleichförmig von Null bis —Arnu,, —Ane,, 
—Arw, zu. Es nehmen daher auch die Kräfte, welche auf ein Stromelement 
wirken, und die ja den Grössen @, H, K proportional sind, gleichförmig von 
der Innenseite gegen die Aussenseite zu, und um die Gesammikraft zu finden, 
welche auf die das Oberflächenelement do bedeckende Stromschicht wirkt, 
haben wir statt @, H, K ihre Mittelwerthe, —2ru,. —2ne,, —2rw, einzu- 
setzen. Wir erhalten daher. indem wir auch für g, Ah, k ihre Werthe ein- 











setzen und die Gleichung Au,+uo,+rw,=0 berücksichtigen: 


A= na +eitw,)do, Y=—2nu(W+e,+w,)do, Z=—RInv (u+ev,+w,)do. 


Die elektrodynamische Wirkung steht also wie der hydrodynamische Druck 


Journa! für Mathematik Bd. LXXII. Heft 2. 17 
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auf do senkrecht. Ihre Intensität ist 27 (w,+e,+w,)do, also abgesehen von 


’ . An ir 
einer Constanten gleich dem mit ar multiplicirten hydrodynamischen Drucke. 


% 


Sind die Körper lauter unendlich dünne Ringe, so können die auf ihrer Ober- 
fläche befindlichen Ströme als die Mittellinie mit der Intensität % durchfliessend 
betrachtet werden. Ferner verschwindet die Wirkung der auf O befindlichen 
Ströme, wenn diese Fläche unendlich entfernt ist. Es ist daher in diesem 


Falle die Gesammtwirkung, welche irgend einer der Ringe von der Flüssig- 





keit erfährt, gleich aber entgegengesetzt gerichtet der mit multiplieirten 


0 
An 
elektrodynamischen Wirkung, welche der die Mittellinie dieses Ringes mit der 
Intensität % durchlliessende Strom von allen andern die übrigen Ringe in 
ähnlicher Weise durchlliessenden Strömen erfährt. Dies gilt, sobald die Körper 
ruhen. Complieirter wird jedoch die Sache, wenn sich dieselben bewegen, 
und ich will da gegenwärtig nur auf den Fall unendlich dünner Ringe in 
einer unbegrenzten Flüssigkeit näher eingehen. Wir denken uns das Innere 
der Ringe wie früher mit unter Existenz eines eindeutigen Geschwindigkeits- 
potentials bewegter Flüssigkeit ausgefüllt. Ist dann das Geschwindigkeits- 
potential für einen Punkt der Ringoberlläche Y, an der Aussenseile und 

an der Innenseite, so ist sowohl %, als auch %, zu jeder Zeit endlich, daher 
auch der Dilferentialquotient dieser Grössen nach der Zeit, da ja ein in un- 
endlich kleinen Perioden stattfindendes Hin- und Herschwanken derselben. 
wenn die Bewegung der Ringe conlinuirlich ist, offenbar ausgeschlossen ist. 
Der betreffende Punkt der Oberfläche soll sich mit den Geschwindigkeitscom- 
ponenten «, 3, y fortbewegen. Dann ist der Quotient des totalen Differentiales 


or u Pa. _ dp, dp, dp. 
d’ as Differential der Zeit ro 219 Fa ı,! be r 
von , durch das Different der Zeit u ni re „ ebenso deı 
dpi | dpi } ) dp. J dep, 
in I re 
dt dx dy dz 


falls eine endliche Grösse E sein. Wir können selzen: 


von p;: Die Differenz beider wird daher eben- 


dpa , „Ipa , zdAPa ,. dp. dp: dg; dp: do: E 
10 N — - ——— —/) _ N —— wer ö 
Pr "a dy Zar? Tee u dr 


— nn — — om 


Wir wollen nun den von Aussen auf ein Element der Ringoberfläche wirkenden 
Druck mit p, und den von der im Innern des Ringes fingirten Flüssigkeit aul 


n 


dasselbe Element ausgeübten Druck mit p, bezeichnen. Dann ist: 
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ei dpi Er =) (P.) dpi\] 
PP = P a 3 =) ; Go )+(4 ). 








dp. 0 [ dpa\ | = Wi-.3 

er ae es 33 ae \ds /_ 

führt man hier statt —— —- die Grössen E ein, so erhält man: 
” | re _ ...\ 

in + ( dx + dy r 3) 4 ds. 7) | 

y 


lH De n]-er 


Wir wollen nun wieder die elektrodynamische Wirkung berechnen, welche 


ni 
Ps 
m 

> 











sämmtliche das Oberflächenelement do bedeckenden Stromelemente von den 
übrigen und ausserdem von den mit —4n BENpSCENE Kräften erleiden, deren 
Geschwindigkeitspotential die durch die Formel (5.) bestimmte Grösse Q ist. 
Die Definition dieser Kräfte gaben wir dort. Die 3 Componenten der Kräfte, 
welche dann auf do wirken, lassen sich gerade wie im Falle ruhender Körper 
berechnen. Dieselben wären. wenn alle das Element do bedeckenden Ströme 
auf seiner Aussenseite lägen: 


A, = 4nido [b(w.—y) e e(e.,—P)], Y.= 4nido [e (u.—a)—a[lw, —Y 
Z. = Anido|[a(e,— P)—b(u—e)]. 


7 
| 


} 
/ “ 
/ 


wobei wieder a, b, ce die Richtungscosinus der Ströme in do sind. Ebenso 
erhalten wir für die Innenseite: 


X, = 4nido [b (w,— yY)— c(e— P)]; Y,=4nido[ce(u—e)—-a(w-—Y)], 
Z, = 4nido[a(e,— P)—b(u— e)]. 
Sind die Ströme im Innern der do bedeckenden Schicht, so sind sie bezüglich 
eines Theils der Ströme als innerhalb, bezüglich des andern als ausserhalb 
liegend zu rechnen, und man muss daher, um die Componenten sämmtlicher 


Kräfte zu finden, welche auf die do bedeckenden Stromelemente wirken, das 
arithmetische Mittel der obigen Werthe nehmen. Sie besitzen daher die Werthe: 


X=?Rnidolb(w.+w-2y)-e(v.+0-2P)], Y=?nlelutu-2«)-alw,+w,-2y)]ido, 
Z = 2nido [a (o.,+ 9 —2P)— b(u,+ u— 2e)]. 


Ihre Resultante steht senkrecht auf do. Wir wollen sie mit R bezeichnen 


Setzen wir, um Platz zu ersparen: 
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4-0 = 5, ov—P =n, B-7 > Ri ua =% v.—P =), ww. -Y =» 
A a Rn 
YaIN=0, Zr =0, M-YV—=T, 
so erhalten wir: 


an = WEHRT OFM+GH OT -[e +) + Hm) te td. 











Wir wollen nun in die Gleichung = Yg’+h?+ A? für g, h, k ihre Werthe sub- 
stituiren, es ergiebt sich: 





i= Ver -5+9-n)+G--[ar-S)+by—n)teg—üT. 


Nun ist aber, weil die Ableitung von g in der Richtung der durch do fliessenden 
Ströme keinen Sprung machen darf, 


(7) ah-H+by—n)+eß-$) = 0, 
daher 





i = Yr-S)’+9-n)+ 6-8). 
Da die Projection sowohl der Geschwindigkeit der innern als auch der äussern 
Flüssigkeit in der Richtung der Normalen auf do gleich der Projection der 
Geschwindigkeit von do in derselben Richtung sein muss, so haben wir: 
x +wy+r3=0, 4-+un+tvi=0. 
Aus diesen beiden und der Gleichung Aa+ub-+ve = 0 folgt: ao+bo-+er =. 


Combiniren wir diese Gleichung mit der Gleichung (7.), so erhalten wir: 


0(4—L) —- t(y—n) _G-D—-eG-—L) _ EU -M)—- ott—H 
b= = 





ad = 
n ’ n ’ n 








wobei 
= [oa —&)—-ry—n)]+ nn le(y—-n)—o(r— SF 
= (ee ++) -S’+y—-n)+G-9”. 


Die Substitution dieser Werthe ine zunächst: 





act) +b(ytn)teg+i), - eretD _Zrerertt 


n ı 








Es wird also, wenn man auch für © seinen Werth substituirt: 


a NH + BHO TTE-9H+9-m+B-I-4le+ +7) 


und nach einigen Reductionen: 














R 4) 2 2 =) u) ce) 
= R % —_— ’— n’—(C° 
7 Ed dd du De u nz 
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daher: 
= 20 (Hr) 
2) 

folglich: 


(8.) p.do = p,do — Sr —oKEdo. 


Wenn Geschwindigkeit und Beschleunigung der Ringe endlich sind, so ist es 
auch p,;; ebenso wissen wir, dass E endlich ist. Wollen wir nun aus dem 
Ausdrucke für p.do die Kräfte und Kräftepaare finden, die einen der Ringe 
affıciren, so müssen wir ihn mit gewissen endlichen Grössen multiplieirt über 
die unendlich kleine Ringoberfläche integriren. Es wird daher sowohl p,do 
als auch o&do nur unendlich kleines liefern. Die Kräfte und Kräftepaare, 
welche den Ring aflieiren, sind also mit Vernachlässigung von unendlich kleinem 
gerade so gross, als wenn auf jedes Flächenelement desselben nur die Kraft 


e wirken würde. Es ist dies die mit =5 


zT zı 





multiplicirte Kraft, welche 





von allen Strömen und in Folge des Potentials Q auf die das Oberflächen- 
element do bedeckenden Stromelemente ausgeübt wird. Nun können aber bei 
unendlich dünnen Ringen nicht nur alle Ströme in der Mittellinie concentrirt 
gedacht werden, sondern man kann auch Geschwindigkeit und Bewegungs- 
richtung innerhalb eines sehr kurzen Stücks des Ringes als constant ansehen. 
Für den Fall bewegter unendlich dünner fester Ringe ist also die auf jeden 
Ring ausgeübte Wirkung gleich aber entgegengesetzt gerichtet, wie die mit 





15 multiplicirte elektrodynamische Wirkung, welche auf den mit der Intensität 


k diesen Ring durchfliessenden Strom von den die übrigen Ringe in gleicher 
Weise durchfliessenden ausgeübt würde. Dazu kommt aber noch die Kraft 
mit dem Potential 00. Wären die Ringe nicht fest, sondern wie biegsame 
Fäden ohne Längen- und Querschnittänderung deformirbar, so würden, wenn 
man aus dem Ausdrucke (8.) für p,do wieder die Kraft sucht, die ein un- 
endlich kleines, aber gegen die Dimensionen des Querschnitts unendliches Längen- 
element do eines Rings affieirt, die beiden Glieder p,do und —oEdo wieder 
nur Verschwindendes liefern. Es ist also diese Kraft (abgesehen von solchen, 
die sich an jedem biegsamen Ringe das Gleichgewicht halten) gleich der mit 


-2- multiplicirten Wirkung aller andern Ströme auf das Stromelement do 
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mehr der Kraft mit dem Potential 00. Letztere ist nach dem früher gefun- 
denen senkrecht auf do und seiner Bewegungsrichtung. Ihre Intensität ist 


gleich okdo multiplieirt mit der auf do senkrechten Componente seiner Ge- 


schwindigkeit. Sie wirkt nach jener Seite zu. wo Bewegungsrichtung des 
Elementes und der Flüssigkeit entgegengesetzt sind. Zum Schlusse füge ich 
noch bei, dass hierbei vorausgesetzt ist, dass der in unendlicher Entfernung 
auf die Flüssigkeit wirkende Druck an der Ringoberfläche nicht negativ wird: 
sonst würde eine Trennungsfläche entstehen. Sind die Ringe unendlich dünn, 
so wird die Geschwindigkeit an ihrer Oberfläche unendlich; es ist daher auch 
der Druck. der auf der Flüssigkeit lasten muss, damit keine Trennungsfläche 
entstehe, unendlich. 


Graz, den 5. November 1870. 
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Ueber Relationen zwischen hypergeometrischen 
Integralen x” Ordnung. 
(Von Herrn L. Pochhammer.') 


D. im 71°" Bande dieses Journals von mir betrachteten hypergeo- 
melrischen Functionen »‘® Ordnung, welche sowohl in der Bestimmung durch 
die Unstetigkeits- und Verzweigungs-Bedingungen und der Darstellung durch 
bestimmte Integrale, als in den Reihenentwicklungen und dem Verhalten der 
angrenzenden Functionen die erössie Aehnlichkeit mit der Gaussschen hyper- 
geometrischen Reihe zeigen, sind der letzteren auch in sofern analog, als ein- 
fache Relationen zwischen Integralen existiren,. deren Variable linear mit ein- 
ander verbunden sind. Bei der Gaussschen Reihe sind es die sechs Argumente 

1 z—1 —1 x 


2 IE, r = ie 
A ae x c—1 cs—1 








„ welche als Variable in den Relationen vor- 


kommen; bei den hypergeomelrischen Functionen »'“ Ordnung bilden nicht 
nur © und z—1. sondern die » Differenzen z—a,. 2—@,.... r—a, die Nenner 
der in den Relationen vorkommenden Argumente. Unter den im Allgemeinen 
drei Funetionen enthaltenden Relationen der @Gaussschen Reihen zeichnen sich 
einige wenige aus, in denen nur zwei Funclionen vorkommen: ebenso exisliren 
bei den hypergeometrischen Funetionen z'° Ordnung mehrere Gleichungen 
zwischen je zwei Integralen,. auf welche hier besonders eingegangen werden 


soll. Im allgemeinen Fall sind je »-+1 Integrale durch eine Relation ver- 
bunden, doch kommt auch jede kleinere Zahl vor. 
Die verschiedenen partieulären Integrale der hypergeomelrischen Difl- 


terentialgleichung »'° Ordnung wurden als bestimmte Integrale gefunden, deren 
Grenzen aus den »+1 Grössen a,. @.. ... a, und x zu nehmen waren, während 
die zu integrirende Function dieselbe blieb. Als »+2!° Grenze ist der Werth 
x hinzuzufügen, welcher für die Entwicklung nach fallenden Potenzen das 
mehrdeutige Hauptintegral. und für die endlichen singulären Punkte je ein 
eindeutiges Integral liefert. Diese Grenze x, auf welche schon Jacobi aul- 
merksam macht *), ist, wie die folgenden Entwicklungen zeigen, für die zwischen 


EEE 


*) Dieses Journal Bd. 56. 8. 149. 
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je zwei hypergeometrischen Integralen bestehenden Relationen besonders wichtig. 
Die eindeutigen particulären Integrale haben immer je zwei der n-+1 con- 
stanten Werthe a,, &, ... a,, © zu Grenzen, wie unter Berichtigung einer 
früher von mir gemachten Angabe im Abschnitt IH. der folgenden Abhand- 
lung bewiesen wird. 

Für diejenige Reihe, welche in unmittelbarster Weise als Verallge- 
meinerung der Gaussschen Reihe erscheint, soll der Name Aypergeometrische 
Reihe n‘“ Ordnung gebraucht werden. Es ist zu bemerken, dass, von » = 3 
an, die hypergeomeltrische Reihe kein hypergeometrisches Integral ist, sondern 
erst nach Multiplication mit einer Potenz der unabhängigen Variable zum In- 
tegral einer hypergeometrischen Differentialgleichung wird. 

In den beiden ersten Abschnitten sind die vorbereitenden Entwicklungen 
enthalten, welche einerseits die Einführung der Grenze »,. andererseits den 
Ausdruck der bestimmten Integrale durch Reihen betreffen. Die gewonnenen 
Gleichungen werden dann im dritten und vierten Abschnitt zur Herstellung 
der Relationen zwischen den hypergeometrischen Integralen angewendet. 

Für die dritte Ordnung lässt sich ein Theil der hier abgeleiteten Glei- 
chungen in der @aussschen Bezeichnung darstellen. Es sind daher am Schluss 
der Abhandlung (Abschnitt V.), unter Anwendung dieser Bezeichnung, die 
Relationen für » = 3 noch einmal zusammengestellt worden. 


I. 


Die allgemeine hypergeometrische Function »!* Ordnung 
oe Ay, 
H (5 1? d,, n n 
"\b,b,,...b.,4 


ist das vollständige Integral der Differentialgleichung 





0. _ u 
' (2) IE [an Plat ve) + 
\ c 
1. LER TERRA nut; d’ı 
( f + ( Er; a i—k 1), go" =) + (4—k—1),_,-ı y' k ze) u + Lu. 


| 


in welcher 


+ NEN, ga) + ED, day = 0, 


Zn 


plz) = (2a) (2—0,)...(2—4,), 


v > A. ER. ur un * 


m ————— _ — Par er ee SEE 
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zu setzen ist*). Particuläre Integrale von (1.) sind die als hypergeometrische 
Integrale bezeichneten Ausdrücke: 


’@ 
v b,—1/ \D.—1 Ki con ya 
Yu, = F (u—-a,) "(u)"... (u-a,)"(u-x) "du, 


> 


x 
Bu; b,—1/ b,—1 a \6,—=1/ ‚ven 
Y, = f (ua) (u—a)” ... (u—a,)"(u—x)’! du. 


a, 
Die Functionen y,, und y, haben für positive Werthe der Exponenten b,, 
by, ... b„ und 4 einen vollständig bestimmten Sinn; sobald dagegen ein Ex- 
ponent 5b, aufhört, in seinem reellen Theil positiv zu sein, werden die Integrale 
y;, und y, unendlich oder unbestimmt. Es erscheint deshalb zweckmässig, 
die bestimmten Integrale durch Reihen zu ersetzen, welche auch für die negativen 
Werthgebiete von b,, ... b,, 4 ihre Bedeutung behalten. Es soll für die- 
jenige Reihe, die der @Gaussschen am ähnlichsten gebildet ist, der Buchstabe 
F mit dem Index » angewendet werden; die übrigen Reihen, deren Constanten 
selbst wieder unendliche Reihen sind, werden im Folgenden überall auf diese 
zurückgeführt werden. 

Man nenne Ahypergeometrische Reihe n‘“ Ordnung und bezeichne durch 


a nn 


€, Fr Iyyeen Ba; ) 


I 


F, 
die Reihe 








'. +1), ,) (€ | . 
1. (E), C,E- (E et. 5 RR Es 2: Cd. 
(2.) EA), HAHN, TH, N 
(e+-k—1), ' 
+(—1 )" ER Ik- g C, + . in ini 


in welcher die Constanten € die folgende Bedeutung haben: 


C, u (A—N), AM), tee (An-ı—1), 


























ar a, 2 &n—1 r 
BD: Az 1). (Pu En 1), 
C, u a’ T + + ae, 
ı AZ —1), (A D, + 7 Au a, - Pe, . +  A2—1), (A— N), 
a, &, ur uz Rn—2 An—ı n 
C, a ee; EM er N , 
ten ac al: AN ia 
ich 
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Die Summe in dem Ausdruck des ©, ist über alle ganzzahligen positiven 

























Werthe von ö,, &, ... 2,_, auszudehnen, welche der Bedingung 

tt et > 
genügen; die eingeklammerten, mit Index versehenen Constanten bedeuten 
Binomialcoefficienten. 

In dem Argument der Function F, gehören je zwei übereinanderstehende 
Elemente zusammen. Eine bevorzugte Siellung hat nur das erste und das 
letzte Elementenpaar; alle übrigen, («,.Pı), (&., Pr)» --- (&,_ı, Pu), können 
beliebig mit einander vertauscht werden. Wird irgend eines der Elemente 
Pıs Pr» --- Pu gleich der Zahl 1, so geht die Function in die »—1 Ord- 
nung über. 

Die Function F,, bleibt unverändert, wenn man die Grössen «,, &, ... @,_, 
und 5 mit derselben Zahl multiplieirt. Es folgt hieraus, dass eine beliebige 
der Constanten &,, &» ... @,_, gleich 1 gemacht werden kann. Für die 


zweite Ordnung zeigt der Vergleich mit der Gaussschen Bezeichnung, dass 


0,1, 8 Den 
F; Im; 777 F(e,1—P, &-+4, 5) 


ist. Der Ausdruck der hypergeometrischen Reihe F, durch ein bestimmtes 
Integral ist durch die Gleichung 


),« a. .. iR | & 
F, ) 1) 29° a, ’ 
» Pi; er . Dr = 


7 Pı—1 Ev Pa—1 Ev An—ı—1 
> ie (1- - ) do 
&, En—ı 


gegeben, welche aus der KO NORREE .. Integrals y, (Bd. 71, S. 347) folgt. 
Der hypergeometrischen Diflerentialgleichung (1.) genügt das zum sin- 


4) N TR) 


IE) rs 


oe (1— —n) \A—1 

















gulären Punkt a, gehörige particuläre Integral 


” —4,4,—d, An —QA,,T—ü 
(2—a,) )orA En : Te 1) R a 
b,, 3) ... n» ” 


welches mit y, bis auf einen ER Factor übereinstimmt. Bei der ein- 
geführten Bezeichnung stellt das Argument der Function F, 
(3 0. —0, 0, — U, a, C— 5, ) 
b b b b ) , 


1) 2) 3) ... n» 


n9 


auch gleichzeitig das Argument der allgemeinen hypergeometrischen Function 
H, dar; denn da die Gleichung (1.) unverändert bleibt, wenn man zu @,, @,... 4, 
und x dieselbe: Constante addirt, so ist 


Be 2 2 A,a\ _ yY ET, 
b,, 3 2 > "; b,, b,, ... b„, ji 
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Die Reihe (2.) ist convergent, sobald der Modul von & kleiner als der 
Modul jeder der Grössen @,,&%,...«,_, ist. Denn es wurde bewiesen, dass 
die Entwicklung von 


r ...—0..0.,.—a da.—a.,.—4A 
/ \—(b,+4—1) | | Ü er N , 2 1? 3 +51. n 1) ı\ 
(z—a Y,,. gleich Gonst. F\, i ü 
” Jıy 8 * b b b a. 


1? 29 33 n» 
auf derjenigen Kreisfläche convergent ist, welche a, zum Mittelpunkt und die 
Entfernung des Punktes a, vom nächstgelegenen singulären Punkte zum Radius 
hat. Innerhalb dieser Kreisfläche liegen aber die Punkte, welche der Be- 
dingung genügen, dass mod(x=—a,) kleiner als mod («,—a,), mod (a,—a,), ..- 
mod (a,—a,) Ist. 

Der genaue Ausdruck der Integrale y, durch die Reihen (2.) ist eben- 
falls schon in den früheren Rechnungen (Bd.71) enthalten. Nennt man 





- / bo / U WERE 6,_1—1/ \h / Te 
K, (a,—a,)’'” (a,—a,)”"...(a,—a,_ı) """(a,—a,.,,) +...(a,—a,)"', 
so Ist: 
y,= 
(4.) \_yy-ı 
/ CA) IK,ICb, 2 FRE „rl=1 ap a, -4,, +... 4,—1-4,, dy41-Gy ... An—U,,C- ar) 
Ib, 4-4) ) Ds 5. BR Die b,+1, Di, ji 


Hinsichtlich der Integrale y,, und y, wurde bei der Integration der 
hypergeometrischen Differentialgleichung vorausgesetzt, dass A grösser als n, 
und d,,. b,, ... b, grösser als 1 (im reellen Theile) seien. Die Gültigkeit 
der Integration lässt sich zunächst auf alle positiven Werthe dieser Constanten 
ausdehnen. Liegt der reelle Theil von b, zwischen O und 1. so wird zwar 


| 


A) / h . . . .. 
der Factor (u—a,,*— unendlich für «=a,; aber mit Hülfe der bekannten 


Gleichung | 
S fa) fs(u) du — no)f fu) du, 
p : 


» 
in welcher r einen zwischen p und g liegenden Werth bedeutet, zeigt man, 


dass sowohl y,, als 9, einen bestimmten endlichen Werth behalten. Ebenso 
hat, damit die Integrale y, an der oberen Grenze einen Sinn haben, die Con- 
stante 4 nur der Anforderung zu genügen, dass ihr reeller Theil positiv sei. 
Es bleibt zu beweisen, dass die Integrale für die angeführten Werthe der 
Constanten auch die Gleichung (1.) befriedigen. Für die zwischen O und 1 
liegenden Werthe der Grössen b,, ... b, ergiebt sich dies unmittelbar. Denn 
durch Einsetzung der bestimmten Integrale geht die Differentialgleichung (1.) 
in die Gleichung 


[(u—a,)” (u—a,)”...(u—a,)" (u—a)"1z; — 0 
18 Ch 


- 
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über, wo für g und % zwei der Werthe a, @, ... a,, x zu nehmen sind. 
Damit aber die Potenz (u—a,)’ für „=, verschwinde, ist nur nöthig, dass 
der reelle Theil von 5, positiv sei. 

Die Zulässigkeit der Werthe von 4, deren reeller Theil zwischen 0 
und » liegt, folgt aus dem Verhältniss, in welchem die hypergeometrischen 
Functionen zu ihren Differentialquotienten stehen. Differentiirt man die Glei- 
chung (1.) nach x, so erhält man eine Differentialgleichung x»! Ordnung für 
dy 


7 welche sich in den Coefficienten nur dadurch von (1.) unterscheidet, dass 
UX 


4—1 an Stelle von 4 getreten ist. Es ergiebt sich daher die Gleichung 


d le ns E\N _ ı FRRaR ı FREE / FARIE: 
(9.) H,( =H(,', .b fee) 


dx e er nA 9, 900 n» 





Isi nun der reelle Theil von A erst nach Addition der ganzen Zahl m grösser 
als z, so sind die mehrdeuligen Integrale y, in dem Ausdrucke 

Et Gun A, ) 

dar "\b,b,,...5n,4A-+m 
enthalten, welcher einen völlig bestimmten Werth hat. Da aber, sobald nur 
der reelle Theil von 4 positiv ist, die Gleichung besteht 


dr dx | 
a) (ua) (u)... (ua, (u) "du 


a 





y 


° 
a Const.f (u-a,) (u-a,)”'...(u—a,)’» (u—x) "du, 
a, 


so ist bewiesen. dass die Functionen y, particuläre Integrale von (1.) sind, 
so lange als der reelle Theil von A positiv ist. Wird letzterer dagegen negativ, 
so haben die bestimmten Integrale y, keine Bedeutung mehr für die Gleichung 
(1.). Die mehrdeutigen Integrale werden alsdann durch den Differentialquotienten 


dr dx . u er 
—f (u-a,) (u—a,)... (u a," (aux) "du 


@, 


oder 





dr y b +/4+m—1 y ( a, —A(,; ... d,„—(4,, or 
st. Y Pu y*# F', 
Const da” (@ er db, db, Du, 2m" 


bei welchem A+m als positiv im reellen Theile vorausgesetzt ist, geliefert. 
Der letztere Ausdruck ist aber, in Folge von (9.), wieder mit 


d,; ... AdA,„—-A,;, T— 1, 


| 0,a— 
Const. (2—a,)Pr+iIF, E ” n A ı 
vv, 1) n> 


identisch. 
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Durch diese Betrachtungen wird man direct darauf hingewiesen, nicht 
die bestimmten Integrale, sondern die Reihen zu Grunde zu legen, da lelztere 
in Bezug auf die Constanten ein grösseres Werthgebiet umfassen. In der 
That wird die hypergeometrische Reihe (2.) nur dann illusorisch, wenn &-+4. 
eine negative ganze Zahl oder Null ist. Das Vorzeichen der Constanten 
beeinflusst die Convergenz der Reihe nicht, und daher können, den vorer- 


) “| 


wähnten Fall ausgenommen, die Grössen &, A, Pi» ... P,_, Völlig beliebige 
Werthe annehmen 

Die erweiterte Gültigkeit der particulären Lösungen macht es möglich, 
ausser dı, %, ... a, und x eine »+2te Grenze für die bestimmten Integrale 
zu benutzen, nämlich den Werth &. Da der reelle Theil von 4 nicht mehr 
srösser als zn zu sein braucht, sondern selbst beliebige negative Werthe an- 
nehmen kann, so verschwindet der Ausdruck 


(u—4;} WI uU—0 FR u—d, )Pn (u—-e)" 
für «=». sobald der reelle Theil der Summe b,+b,-+---+b,+4, welche 
durch s bezeichnet wird, kleiner als » ist. Nimmt man an, dass die letztere 
Bedingung erfüllt ist. während auch db,, b,. ... db, und 4 in ihrem reellen 
Theil positiv sind. so sind sämmtliche »--2 Grenzen a,, ... d,, © und 


unmittelbar anwendbar. In Uebereinstimmung mit der früheren Benennung 
bezeichnet man, da der Werth © der »+1'° singuläre Werth der Differential- 
gleichung (1.) ist, durch y,,;, und y,,, die parliculären Integrale: 


u 
ER TR / u r TO 
Yyn-ıı - / (u—a,) ua)... (u-a,)"(u—z) "du, 


Ad, 


I 
h — DB 20 b — u 
Yızı = / (u-a,) u—a,)”"!... (u-a,)" (ua) "du. 


x 

Ist der reelle Theil von s grösser als », so erhält man die den Integralen 

Yynyı Und %,,;, entsprechenden particulären Lösungen von (1.) mit Hülfe der 

Gleichung (5.). Man ersetze 4 dnrch A—m, wo die ganze Zahl m die Be- 

eig dass der reelle Theil von s-m—n negativ sei, zu befriedigen hat. 
Dann haben die Integrale 


De 4 
[a (u-a,)".. .(u-a,)'"u-a) "du und / (u-a,)""...(u-a,)’r (u-a)" "du 
5 


a V 


einen völlig bestimmten Sinn; indem man ihre Reihenentwicklung m Mal 
nach x integrirt und die Integrationsconstanten passend wählt, gelangt man 


zu particulären Lösungen von (1.).. Auch hier hat man, wie vorher bei 
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der Grenze x, das Resultat, dass hinsichtlich des Werthgebietes der Con- 
stanten die Reihen allgemeinere Lösungen der Differentialgleichung sind. als 
die bestimmten Integrale; die Bedeutung der letzteren ist allerdings nicht auf 
die einzelnen singulären Punkte beschränkt. — Im Folgenden werden auch 
die übrigen parlieulären Integrale durch die hypergeometrischen Reihen F aus- 
gedrückt und dadurch von der Bedingung, dass der reelle Theil der Grössen 
b positiv sei, befreit werden. 

In Betreff der Eigenschaften der Integrale y,,,;, und y,,, zeigt der 
Werth x eine vollkommene Analogie mit den endlichen singulären Punkten. 
Das System der particulären Integrale wird erst durch die Hinzunahme der 
Grenze x» ein vollständiges. 


11. 


Die Integrale y,,;ı haben nur den Werth a, und den Werth & zu 
Verzweigungspunkten; dieselben verhalten sich somit ganz analog den Integralen 
Yu,, bei denen ebenfalls gerade die Grenzen a, und a, Verzweigungspunkte 
sind. Man weiss ferner, dass das Integral, dessen Grenzen a, und x sind. 
das mehrdeutige Hanptintegral des singulären Punktes a, darstellt; ebenso er- 
giebt sich Y,;,. welches » und x zu Grenzen hat, als das »!° Hauptintegrai 
für den singulären Werth ©, welches bisher noch nicht in der Form eines 
bestimmten Integrals ermittelt worden war. 

Ich habe bei dieser Gelegenheit eine irrthümliche Angabe zu berichtigen. 
welche im 3er Abschnitt meiner Abhandlung über die hypergeometrischen 
Functionen im 71! Bande dieses Journals vorkommt. Es wird daselbst aus- 
geführt, dass ein Integral y, endlich und eindeutig in der Umgebung eines 
singulären Punktes «a, sei. wenn % nicht gleich v ist. Die Integrale y, sind 
jedoch bei allen singulären Punkten der Differentialgleichung mehrdeutig. Die 
im 7iten Bande, Seite 342, angestellte Betrachtung. der zufolge das Integral 
y, nach Umkreisung des Punktes a, in einer unendlich kleinen Curve mit 
dem Anfangswerth zurückkehrt, enthält zwar nichts Unrichtiges, aber der Schluss 
ist falsch. dass hierdurch die Eindeutigkeit von y, bewiesen werde. Eine 
derartige Folgerung ist nur erlaubt, wenn die Dimensionen der geschlossenen 
Curve endlich sind, dagegen nicht, wenn dieselben unendlich klein sind. Als 
»—1'° eindeutige Integrale treten vielmehr, wie gezeigt werden soll, die be- 
stimmten Integrale mit unendlicher Grenze ein. In der erwähnten Abhandlung 
ist demgemäss der Text von den Worten ..Für den Punkt a, ist schliesslich“ 
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auf Seite 342 bis zu den Worten „während y, nach Division durch die Potenz 
(r—a,)"*'*" eindeutig und endlich wird“ auf Seite 343 zu streichen: alles 
Andere im Abschnitt III... so wie die übrigen Abschnitte I.. I.. IV.. V sind 
unverändert beizubehalten *). 

Um nachzuweisen, dass das Integral y,,;, in der Umgebung eines be- 
liebigen singulären Punktes «,, ausgenommen für k=r, eindeutig und endlich 
ist, theilt man dasselbe in zwei bestimmte Integrale mit den Grenzen a,, p 
und p, ©. wo p eine endliche grosse Zahl bedeuten möge. Sodann lässt 
man die Variable = eine geschlossene Curve um den Punkt a, beschreiben; 
man selzt =a,+zx, wo der Modul von x’ klein, jedoch eine endliche 


Grösse sein möge. In dem ersten Integral 


» Be b,—1 | 6 Nd—ı 
(w—a) " (u—a)" ..(u-a)" (u—z) du 


A, 
3 


umschliesst, bei passender Wahl des Integrationsweges, die Curve von u— x 





*) Wie ich inzwischen aus dem im October dieses Jahres ausgegebenen dritten 
Hefte des 72'" Bandes dieses Journals (S. 260) ersehen habe, macht Herr L. Fuchs 
in dem von ihm veröffentlichten Aufsatz (L. Fuchs , ‚Bemerkunge n zu der Abhandlung 
über hypergeometrische Functionen etc.“ Bd. 72, S, 2 — 262) darauf aufmerksam, 
dass die Integrale mit der Grenze x an keinem der singulären Punkte eindeutig sein 
können. 

Herr Fuchs erörtert ausserdem noch einige andere Punkte, auf die ich näher 
einzugehen habe. Die Ausführungen desselben auf S. 256 — 258 beruhen auf einem 
Missverständniss. Es hat mir durchaus fern gelegen, zu behaupten, dass die ange- 
stellten Betrachtungen auch ohne Weiteres aut den Fall, wo die Grössen b, -+4,b,—+4 etc. 
ganzzahlig sind, wo also die Mehrdeutigkeit der n‘“" Integrale verschwinden würde, 
auszudehnen sind. Es findet hier dasselbe statt, wie bei dem Gaussschen Integral 
tür die Gleichung zweiter Ordnung 

C,FCa, 8,7, + Ce FA+@—7,1+B-7,2— 7,8), 

welches illusorisch wird, sobald y eine positive oder negative ganze Zahl ist. In 
meiner Abhandlung bedeuten die Summen b,+4, b,-+2 etc. überall Zahlen, welche 
nicht ganzzahlig sind. Es werden daselbst die n'en an rale durchweg als mehrdeutige 
bezeichnet (d. Einleitung, S. 325 und a. a. Ö.) und von den übrigen Integralen, wele he 
ein unter sich gleichartiges Verhalten zeigen, unterschieden (S. 322 und $. 344, wo 
das n'* Integral ausdrücklich als „alleinstebend‘ bezeichnet wird); ferner ist die für 
4, gegebene Reihe auf S. 347 illusorisch, sobald 5, +4 eine ganze negative Zahl 

und es wird (S. 336) noch besonders die Analogie mit den Gamma-Functionen er- 
wähnt. Uebrigens war diese Frage bereits erledigt durch das für den Fall «=? 
existirende logarithmische Integral der hypergeometrischen ‚Differentialgleic hung zweiter 
Ordnung (8. "den Spitzerschen Aufsatz im 57'" Bande dieses Journals $. 78 und die 
von Herrn Borchardt hinzugefügte Bemerkung ebendase lbst 8. 81). Auch kann ich 
mich auf meine inzwischen in diesem Journal “erschienene, der Redaction im Monat 
August übersandte Abhandlung „Ueber die einfachen singulären Punkte etc.“ beziehen, 
ın welcher gerade auf die logarithmischen Integrale dieser Ausnahmefälle näher ein- 
gegangen wird. — Herr Fuchs erklärt es sodann auf S. 259 für unzulässig, dass ıch 
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oder #—a,— x den Nullpunkt jedenfalls nicht, weil alle Werthe des « zwischen 
a, und p um endliche Grössen von a, verschieden bleiben. Das zweite In- 
. ’ ie ar 
tegral verwandelt sich durch die Substitution « = — in 
® 


p 
n—s— b,— . 
/ ® '1-ao)"...1-a,v)""(i1— zo) tde: 


0 
da aber » hier nur sehr kleine Werthe annimmt, so liegt die ganze Curve 
von 1—-xe stels in der Nähe des Punktes I, so dass der Nullpunkt sich 
ausserhalb derselben befindet. Aus dem Umstand, dass man eine endliche 
Function zwischen endlichen Grenzen zu integriren hat -— worin, nach der 
angeführten Reduction, auch der Fall, dass die reellen Theile von b, und 
n— s positive ächte Brüche sind, einzubegreifen ist — ergiebt sich dann der 
Schluss, dass Y,,..,ı ia der Umgebung von a, eindeutig und endlich ist. 





zT = 
„ wodurch man erhält: 


"s bl Mr b,—1 1 
. Yung nn, a, d,v Ad„? 
ne a 


die Eindeutigkeit und Endlichkeit eines bestimmten Integrals mit endlichen Grenzen 
aus der Eindeutigkeit und Endlichkeit seiner sämmtlichen Elemente auf dem be- 
trachteten Flächengebiet (Bd. 71, S. 341) folgere. Ich glaube indessen diese Methode 
in jeder Feen, aufrecht erhalten zu können. Das von Herrn Fuchs zum Beweise 


du ' 
seiner Ansicht angeführte Beispiel, Pag ist nicht zutreffend, da die Elemente 


In y,;,, Setze man «= 


des Integrals, welche den Werthen re und «=1 entsprechen, auf dem die Punkte 
2—=(0 und z=1 enthaltenden Theile der &-Ebene der Bedingung, überall endlich 
zu sein, nicht genügen. 

In der interessanten Abhandlung des Herrn Tissot: Sur un determinant d’int@grales 
döfinies (Journal de M. Liouville t. 17, annde 1852), die ich erst in Folge der seitens 
des Herrn Fuchs geschehenen Erwähnung kennen gelernt habe, beschäftigt sich Herr 
Tissot mit bestimmten Integralen, welche allerdings mit den von mir behandelten ver- 
wandt sind (und zwar in ähnlicher Weise wie die zweite Gattung der Eulerschen 
Integrale mit der ersten), welche aber nicht mit denselben zusammenfallen. Hieraus 
erscheint es schon von vorn herein unwahrscheinlich, dass die von Herrn Fuchs be- 
hauptete Identität der Differentialgleichung des Herrn Tissot mit der meinigen statt- 
finden sollte. Um die linke Seite der Tissotschen in den vollständigen Differential- 
quotienten der linken Seite meiner Differentialgleichung zu verwandeln, hat in der 
That Herr Fuchs die Tissotsche Function g(u) durch e”"p(u) ersetzen müssen. Da 
aber die Bezeichnung (u) von Herrn Tissot lediglich für das Product 


(u — a)" (u— a rs .(u— a. 
eingeführt ist, so widerspricht die Fuchssche Substitution den Voraussetzungen des 
Herrn Tissot, und hat also Herr Fuchs zu meiner Differentialgleichung selbst mit 
Hülfe einer Integration und unter Annullirung der willkürlichen Constante nicht ge- 
langen können, ohne für die Tissotsche Differentialgleichung vorher eine wesentlich 
davon verschiedene gesetzt zu haben. 
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Beschreibt nun x eine geschlossene Curve von sehr serossem Modul, welche 
die singulären Punkte a,,... a, einschliesst, so bleiben die entsprechenden Curven 


da ® ‚ Ad,® . . u Fo * 
von ber a Be sämmtlich in der Nähe des Punktes 1. so dass die 
h —1 — 1 
a? din? r A . y 
Potenzen (1-22 ET" einen eindeutigen Werth behalten. 


Dies zeigt, dass das kastian Integral mit den Grenzen O und 1 für grosse 
Werthe von x eindeutig und endlich ist. Das Product &=””°y,,, lässt sich 
daher in eine convergente, nach fallenden Potenzen von x fortschreitende Reihe 
entwickeln, woraus folgt, dass y,,, das »*° Hauplintegral für den singulären 
Werth ist. 

Die Reihenentwicklungen der verschiedenen parlikulären Integrale sollen 
durch hypergeometrische Reihen höherer Ordnung ausgedrückt werden. Für 
Y.;, ergiebt sich unmittelbar ein Ausdruck durch eine hypergeometrische Reihe 


ntee Ordnung. wenn man 








2 —d, 
u= a, —- 
a 
substituirt; a, bezeichnet einen beliebigen der singulären Punkte a,. ... qa,. 
Man findet mit Hülfe von (3.) die Gleichung 
Yızrı = 
; 1 | | 1 1 
(6.) ee a ee | 
T'( (a) T' (2) —0 LT a, —4, a, 4, d,x,ı74, A,„—d, Ed, 
BT; —— 2 —6@,) ne , 
r (o-+4) u Tr Be, b,+1; Fr Das /. ı 
in welcher 
o=n—-—s=n—(b+b,+--+b,+7) 


h l 1 
gesetzt ist. Die Reihe ist convergent, wenn mod. aan kleiner als mod. — —., ... 


a, A, d, 


1 . Er 
mod. —— ist, wenn also x ausserhalb des um a, geschlagenen Kreises liegt, 
(Und, A ” “ 


dessen Radius gleich dem Abstande des Punktes a, von dem entferntesten 
der übrigen »—1 singulären Punkte ist. 

Diejenigen parlikulären Integrale, welche zwei constanlte Grenzen haben, 
geben, wie gezeigt wurde, Reihenentwicklungen, deren Coefliecienten wieder 
hypergeomelrische Integrale der »— 1" Ordnung mit constantem Argument 
enthalten. Es soll auf die Darstellung dieser letzteren durch die Funclionen 
F,_, näher eingegangen werden. Der Einfachheit halber wähle man das Ge- 


biet des singulären Punktes a, aus und entwickle nach Potenzen von 2 —a,. 
Dann sind alle Integrale y,,., bei denen weder « noch v gleich 1 ist, nach 
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steigenden Potenzen von z—a, entwickelbar. Man hat die Integrale mit un- 
endlicher Grenze von denen, welche zwei endliche constante Grenzen haben, 


zu unterscheiden. Von den letzteren wird y.,, von den ersteren Y,„.ı be- 





handelt werden; die übrigen werden durch Vertauschung von @, «a,, a, mit 
den andern singulären Punkten erhalten. 


Wenn man das Integral y,,; auf die Grenzen OÖ und 1 bringt und 
der hieraus folgenden Gleichung 


Yy2,3 
(a,— a) .a,— a,)"K, 


” 1 Z,—1 
) BE l rer d, \0 
/ a € Eu Te ) ( 2) Ba 
L a, —a d, —d4, 


() 
b, mi i—1 
u Mile z—ü , 
Birne eo)" (1% oa 
—a, Q,— 4, 


den binomischen Satz auf den letzten Factor der zwischen O und 1 zu inte- 
srirenden Function anwendet, so lassen sich die in den Coeffieienten der Reihe 
auftretenden bestimmten Integrale in Folge der Gleichung (3.) durch Functionen 
F,_, erselzen. Man gelangt auf diese Weise zu der Gleichung: 














IXb,+b,) 
\ z IV I SuK TIENTIE\ 23 
- | (a,—a )*""(a,—a,)”K,I'(b,)I(b,)”” 
\ } ( 
2 i 
[= x (121), + a ) F (© a —4,, 4,—4,,... ln —4,, A,—A,\ 
r— a,—d, Ib, ba, 5b, .. bi b, / 


Die in der Summe enthaltenen hypergeometrischen Reihen F,_, sind sämml- 
lich econvergent, sobald mod. (a,—a,) kleiner als mod. (a,—a,),. mod. (a,—@;), ... 
mod.(a,—a,) ist, sobald also der Punkt «, näher an a, liegt, als irgend ein 
anderer singulärer Punkt. Um die Gleichungen (7.) anwenden zu können, 
hat man daher zwei benachbarte singuläre Punkte zu Grenzen des bestimmten 
Integrals zu nehmen. 
Hat eine der Differenzen —®. a,—@, ... d,—@;, 2. B. die Differenz 
a, —a,, einen kleineren Modul als «,—a,. so ist der binomische Satz zweimal 
anzuwenden, indem auch die Potenz von 
I _ 4 


ur 
p oder He ( 
da —qd, a —qa, a, —d, ih, 


a, (1 _ 9% a, —a, :) 


entwickelt werden muss. Dann kommt in dem Coeflicienten jeder Potenz von 


x—ca, eine unendliche Summe von Functionen F 
Fall an 


‚„„ vor. Man findet in diesem 


Stelle von (7.) die Gleichune 
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/ T'(b,-; a, — a, \ırdr 
.) EL. ii 
(8 (a, Bei —.0,)? 7. 2° (b,, I (b,) nu ; Y2,3 


\(— 1) —1), N, Kae 


,—a, 


IE 1)’ ) q, ' 0 d,-4,, A.-(A, 30. Ay-Q,,d,—U,N 
Zr (— D(b,+4—k—2 ); ec A RT AR ’ N 23 we 2 be 
(I ' 


ae a,—d, b,,b,+b,+4-k-i-3, b,, .. Du, b, 


7 


ı 


in welcher die Reihen F,_, convergent sind. da in dem Argument derselben 
die Differenz a,—a,, deren Modul kleiner als mod. (a,—«a,) sein sollte, nicht 
mehr vorkommt. — Man bemerke, dass für die dritte Ordnung, wo kein Werth 
a, exislirt, an Stelle des letzteren eine beliebig bleibende Constante zu selzen 
ist; es ergiebt sich alsdann eine Doppelsumme von Gaussschen Reihen. 


Ist a,—a, nicht die einzige der Differenzen — a. 1,—M. ... 4,— 


n 


6; 
deren Modul kleiner als mod. (a,—a,) ist, so ist eine wiederholte Anwendung 
des binomischen Satzes erforderlich. 

Aehnlich wie y,,, lassen sich die Integrale y, „‚, durch hypergeometrische 
Reihen »—1!® Ordnung ausdrücken. In 


ans f b,- 1 bl 0,—1 14 
Yanz+ı 7 (u—a;) (a—4);) ...(U—A,) (u—-ze) "du 


a n 


1. 4, 


( ° . er 
seize man a — und entwickele die Potenz, welche x enthält, nach 


dem binomischen Satz. Nach Einführung der Functionen F,_, vermittelst der 
Gleichung (3.) und nach einer Reduction der dabei auftretenden Gamma - 
Functionen ergiebt sich, wenn 
o—=n—(b+b-++-+b-+#%) 
genannt wird, die Gleichung: 
(a.— — a, ) T(o+b, 
1 - To) TIlb,)  Ynyu 
0, WR0R Es FINN. OBER. BEST, 
lg. ” a (A-P)rlo4 rk—1); (# —d, ) F ei u a,—d, In—1— U un—d, } 
ve (o+b,„+k—1); \a,- ? HB 5, .- Bi b, 





\ 


In derselben haben die Functionen F,_, einen völlig bestimmten Sinn, sobald 


1 1 1 
mod. ——— kleiner als mod. ———, ... mod. ——— ., oder also, sobald mod.(a,-a, ) 


4,—d, 0,—4, GN 4, 


grösser als mod. (m—a,), ... mod. (a,_, a,) ist. Dies zeigt, dass die Gleichung 
(9.) direet anwendbar ist, wenn a, der von a, am entlerntesten liegende sin- 
suläre Punkt ist. Ist a, ein anderer Punkt, so hat man, wie bei y,,;, den 
binomischen Satz wiederholt anzuwenden und erhält dann mehrfach unend- 
liche Summen von Functionen F. 


19 * 
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Es wurde bewiesen, dass alle Integrale, welche zwei der Constanten 
4, 4, ... a, zu Grenzen haben, nach Division mit x’ für grosse Werthe 
des x in eine convergente, nach fallenden Potenzen von x fortschreitende 





Reihe entwickelbar sind. Das Gleiche gilt, wenn man x um eine Constante 
verringert; es sollen hier die Reihenentwicklungen dieser Integrale nach fallen- 
den Potenzen von z—a,, als die einfachsten, hergestellt werden. Wählt 
man das Integral y,, aus, so ist einerseits die Entwicklung desselben nach 
fallenden Potenzen von z—a, oder x—a,, andererseits die nach fallenden Po- 
tenzen von z—a;,. Wo a, einen beliebigen der andern singulären Punkte be- 
deutet, abzuleiten. In ganz analoger Weise wie bei den Formeln (7.) und 
(9.) gelangt man zu den beiden Gleichungen: 


IXb,+b,) u. 
(— 1)! (a,— a, )®:K, ‚ICb,) T'(b,) Me 














(10.) 
| | S (1) (4—1).(b, +k—1): (& mh? (23 I —U ++ nd, u —a,\ 
u (b,+b,+k1) \a-—a/ "T\b+h b, u b, / 
und: 
Ib, —+b,) Yyı2 ? 
me —1 ih REF HUT ar 
ee % r 0, a—a, a, —A, .:. d—A, d,—a \ 
>) ( Be Re 1? 4 1? n 13 2 39 
u = ( 1, (4 EN rn, ; --k, b,, a m» 


Die Funclionen F,_, in (10.) und (11.) haben sämmtlich einen vollständig 
bestimmten Sinn, sobald a, näher an «, liegt, als irgend ein anderer sin- 
sulärer Punkt. 


IH. 


Aus der Definition der hypergeometrischen Functionen durch die Un- 
stetigkeits- und Verzweigungs-Bedingungen ergiebt sich unmittelbar, dass ge- 
wisse Producte aus einer hypergeometrischen Function und einer Potenz wieder 
hvpergeometrische Functionen sind. Nennt man 


IE — DA, — ( ' u. 
E 1 wann x, an Fa — dl, D für v= 5; 2, ... u—1 b) u-1 , N, 
—(, d, — Au 





so besteht die Gleichung 


f 


| u (er Ay; +. Ayciz Aus Autty +++ Ans EN __ 
n va 
| | a 


. bu-1; bu; bu- ly ..» Bi; ) 


(12. 


4 


) ' ! ! ! r 
| r- m \4—1 I Er d;, iz; un P; Ü 4 1? ..». A, ’ ns 
| r A er 7’ 


2) n» 
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in welcher o für »— (b,+bx-++--+b,+4) gesetzt, und = als verschieden von 
a, angenommen ist. 

| Zum Beweise dieser Gleichung betrachtet man die Verzweigung des 
auf der rechten Seite stehenden Productes. 

Die hypergeometrische Function, welche den zweiten Factor desselben 
bildet, hat erstens die Punkte © =a,, a, ... @,_1, duyı, --- a, oder @=q,, @,... 
Ay_ı, Aurıs - +. 4, zu Singulären Punkten, mit den Argumenten der unteren 
Reihe b,, b2, ... b,_1> Days --- du. Der Werth &=p giebt ferner den 
Werth 2=x, und 2 =» den Werth z=a,. Da endlich auch (=—a, 
sich nur für z=a, und @=x verzweigt, so haben die rechte und die linke 
Seite von (12.) genau dieselben Verzweigungspunkte. 

Für «=» hat die zweite hypergeomelrische Function »—1 particuläre 
Integrale, welche nach Division mit der 4—1!“ Potenz von x’, oder also nach 

z— Ay 


1 
Multiplication mit (ee) „ in eine convergente, nach fallenden Potenzen 
r 2 — De 4 


von x’ fortschreitende Reihe entwickelbar sind. Da nun (pe —g)"" 


in der 
Umgebung des Punktes e=a, monodrom ist, und die fallenden Potenzen von 
x steigende Potenzen von z—a, sind, so enthält das Product 


(aa, ( 


! j / J J "pP 
Ay, Ayy rd, 15 Pr Ayyıy are d,, A 
b,, B; ... ER OÖ, b, I “04 Ri. I 
»—1 Functionen, welche in der Umgebung des Punktes r—=.a, stelig und 
eindeutig sind. Das »*° Integral von H,(x) für grosse Werthe von x’ hat 


(Bd. 71, 5.344) den Exponenten 
b»+b,.+.-+b,-,+0+ b, .t + +b,+i—n, 
—b,; 


in Bezug auf x’, oder also den Exponenten +5, in Bezug auf c—a,, so dass 


sich für das Product (2—a,)""H,(x”) der Exponent b,+4—1 ergiebt. Dies 
zeigt. dass das Product (2—a,)‘"H,(x') sich in der Umgebung des Punktes 


‚rade so verhält, wie die Function H, (x). 


ad. 


Da ferner im Gebiete des Punktes «’ —=p, oder =», die Function 
H (x) n-1 eindeutige und endliche Integrale enthält, so kommen in dem Product 
(z-a,)""H,(x'), ebenso wie in H,(x), a—1 Funetionen, welche durch Division 
mit a’! nach fallenden ganzen Potenzen von x entwickelbar werden, vor. 
woraus dann auch die Uebereinstimmung des »'°” Exponenten für e=w folgt. 
is ist somit bewiesen, dass beide Seiten der Gleichung (12.) die gleichen 


Unstetigkeitspunkte haben, und dass in der Umgebung der letzteren auch die rechte 
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Seite genau diejenigen Eigenschaften besitzt, durch welche die auf der linken 
Seite stehende hypergeometrische Function definirt wurde. Hieraus folgt aber 
die Identität der beiden Ausdrücke. Controllirt man das gewonnene Resultat, 


indem man in der Gleichung (1.) 


"VRR. ei 
Y ar (TA, )‘ 'n, dreh — x oder TI = ge 
j ’ L—d, x —p 





subslituirt, so erhält man als Gleichung zwischen 7 und x’ in der That eine 
hvpergeometrische Differentialgleichung. 

Die Betrachtungen, welche die Grenze & als zulässig erwiesen, sind 
im Grunde gleichbedeutend mit der Gleichung (12.), da die Ausdrücke der 
rechten Seite von (12.) auf die bestimmten Integrale mit unendlicher Grenze 
zurückkommen. Man benutzt hier die Gleichung (12.) auch nur, um die 
Existenz der Relationen allgemein zu beweisen. Zur Herstellung der Relationen 
selbst wird im Folgenden an die Gleichungen (6.) bis (11.) angeknüpft. 

Der Umstand, dass y,;,,. das bestimmte Integral mit den Grenzen x 
und , nach fallenden Potenzen sowohl von z—a, als von 2—a,, ... 2—1, 
entwickelbar ist, führt unmittelbar zu einer Gleichung zwischen zwei hyper- 
geometrischen Reihen »!® Ordnung. Nimmt man in (6.) für a, nacheinander 
zwei verschiedene Werthe, z.B. a, und a, so folgt: 

















0 1 1 1 1 
“ N u a ’ ET ’ ae I ‚ye 
2,3 2 7 2—M 0 a,—q, a4,—4, Ay—d, T—d, 2 
Tr (+4) TR. Mr b,, ER } 
0 1 1 1 1 
F „ N vr ED = BE “ .e. a u " De 
FAT) REN a—qa,’ a,—a, An—4,' 2—4, 
I(0-+J) ö "18, Mi &. ra € ). 


Man wählt für diese Gleichung andere Buchstaben, indem man 


1 1 Ä ». 
2) — — dd bu, 5 Pß,, für va, - OB n—1, 


c—d, du —l, di 


setzt, und den Satz anwendet, dass die Multiplication der oberen Argumenten- 
Te mit einer und derselben Grösse den Werth von F', nicht ändert. Man 
erhält dann die Gleichung 

( 13.) | Ü. 142 1 & 


/ ee) F. 





Sri 


F u @, Ey er Ban $ 
€, f 7 “ 3 “ ..%+ RE 1 


DE; 
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worin 
u = n— (+, +Pa-+ + I 


geselzt ist, die Constanten e, A, &. Pis »-. %u_ıs Pu-ı aber unbeschränkt 


/ a \ 
Cs Pı)» 


\ 
\ 


bleiben. Wegen der Symmetrie der linken Seite in Bezug auf 
(3, P2)) * +» (&u-ıs Pn—ı) kann auf der rechten Seite an Stelle von «, jede 


»/ 


der Grössen &, ... «, eingeführt werden. Für n=2 ergiebt sich aus (13.) 


n 


die Gleichung 


i- 


Ds 

“ 0 1 ur R.. 
F £> 1, Ss u ER N » : &—1 
2 u ae 2 ’ 
6, Bd urn EEE 


) 


oder, wenn die Gausssche Bezeichnung angewendet, und e=p, 1—P,=q, 
e+)=r genommen wird, die folgende 


F(p. gQ,1,5) = (1-5) F(p, du 5£. € 1 ): 


welche als wichtige Relation in der Theorie der Gaussschen Reihe bekannt ist *). 

An die Gleichung (13.) schliesst sich zunächst eine Relation an. welche 
sich auf den Fall, dass an Stelle von $ eine Constante steht, bezieht. Da 
das Integral 


u 
n-t-1 / \Bb BEE \ Be r \5 i P \Z 
'f (u—a,)(u—a) ...(u—a,)"" (u-a,,,) "ti! du 


a, 
in doppelter Weise auf die Grenzen O und 1 gebracht werden kann, je nach- 
dem man die untere oder die obere Grenze gleich Null macht, so entstehen 
zwei Entwicklungen für das Integral. Die hieraus folgende Gleichung laute! 
in den eingeführten Bezeichnungen: 


F % a&,, Gy... 9 IN 
n 


id) 7 27 
€, Pı) P ... Pn—l,» A 


14.)\ 
ie’ (a £. Y. DE Ei ie (1. | Ft U (O 1—a ,1—e,, ... 1-1, IN 
\ a, u Ü x A, P., Pi, u... PB &/ 


a, —1 n—19} 





In den Reihenentwieklungen der Integrale y,, sind die Coelflicienlen 
gleich Integralen der »—1!® Ordnung mit constantem Argument; die Relationen 
zwischen zwei Integralen y,, führen daher stets zu Gleichungen, welche auf 
beiden Seiten unendliche Summen aus hypergeometrischen Reihen enthalten. 
Ebenso wie die Gleichung (13.) aus dem Ausdruck von y,,, folgte, gewinnt 
man eine Anzahl von andern Relationen aus den verschiedenen Entwicklungen. 





*) Siehe die Abhandlung des Herrn Kummer ‚Ueber die hypergeometrische 


28 
Reihe‘, dieses Journal, Bd. 15, S. 54 und 53. 
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welche sich für ein und dasselbe Integral durch die Gleichungen (7.) bis (11.\ 


\ 


ergeben. 

In der Gleichung (10.), welche die Entwicklung von y,, nach fallenden 
Potenzen von e—a, angiebt, ändert die Vertauschung von a,, b, mit a,, b, 
das Integral y,. nur in Bezug auf das Vorzeichen, da y,=—y,, ist. Man 
findet somit eine nach fallenden Potenzen von z—a, fortschreitende Reihe 
oleich einer andern, welche die fallenden Potenzen von z—a, enthält. Indem 


d —(, “ . Fr . 
man ———=$ setzt, die andern Benennungen entsprechend wählt und die 


u 


Relation (14.) benutzt, gelangt man zu der Gleichung: 








47 k (A— Mily+ Dr &F ( ze @;;, or Rn—2 5 1 ) — 
(15 \ k— 0 (€ Su En. ara €, P.; ß;, ... PR y+k 
wert L 1 ww‘ k 
a. a u Be 

Be 'E (—1)} e I ) (4 ) u si ” 2 5 ) 

% k—0) (y+Ee+k—1): 1 E+k, ß,, ß,, .. Pr—2, Y 
Die Constanten A, &, Y, Cs Pis --» %,_2s Pu, sind beliebig, nur dass der 
Modul der Grössen «,, ... «@,_, nicht grösser als 1, und &+y keine ganze 
negative Zahl oder Null sein darf, da sonst die Functionen F,_, keinen Sinn 
haben. — Für z2=2 wird, da die Reihe F, sich auf die Constante 1 redu- 


cirt, die Gleichung (15.) ebenfalls mit der vorerwähnten Gleichung 
) 


In ganz derselben Weise führt die gleichzeitige Benutzung der in (10.) 


F(p, 41,5) = (1-5) F(p,r—q 


Js vr 


identisch. 


und (11.) dargestellten Entwicklungen von y,, zu der Gleichung 


. -L 71 0, 4 : BE: 3 eier 
> (1) —1),$ Kl, . 2) N 3; ) E 





Ä \ kl) B- -+ k, Bir 3 Iren Pn—3; Y RR 
16.) 
4 a- 3 | 1\%_ Be 2 int ( ag Fr ( 0, 4, FEIEF UNE 
Ä\ a, m Fe n—1 N I |: ’ 
\ Paar“ , (+:+k— 1): E_4 E--k, ß, ß; PB. ... Den 7 


in welcher die vorkommenden Constanten , &, y, @&, 2... &u_3» Ps Pıs = Dans 
wieder nur der einen Bedingung, dass die Functionen F,_, einen Sinn haben, 
unterworfen sind. 

Die Integrale y,,,;, lassen sich nach steigenden Potenzen von z—a,., 
ls... CA, C—A,rı, -.. x—a, entwickeln. Es kann daher, wenn a, 
nicht allein für a,, sondern auch für a, elc. der entfernteste singuläre Punkt 
ist, @,,. db, in der Gleichung (9.) mit a,, b, etc. vertauscht werden. Es folgt 
hieraus die Gleichung: 
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| 55 —_ 1! (A—1 )r(e+k—1) ze f 0, R; Gyr. Aus, aN\ 

| k=0 (4 e+k—1); “ N, k. B, ß., ... Pn-3; y/ 
(17.) n E  n-3 @\ 

: i AN l (e+ k— ) aA’ u,’ oe-1 
la) 3 =) as pen 3 SE Iren ni; wi N 179 z 
ar (Y+E- +&+k-1); )k 1—a u Me 7 
worin 
7 = n-(e+ ++ +B+y+%) 


gesetzt ist. 

Endlich erhält man, von »—=4 an, auch für das Integral y,, mehrere 
nach steigenden Potenzen fortschreitende Reihen, da dasselbe nicht allein nach 
z—a,. sondern auch nach z—a,. ... x —a, entwickelt werden kann. Ver- 


tauscht man in der Gleichung (7.) die Elemente a,. 5b, mit a,, b, und nennt 





r—d, “. 8,8, R R . es 
—t-5, -——=o,, etc, so ergiebt sich die Gleichung: 
a, 2er -"u.—a, 2 
% | /g, 3 m TE VEmE 
>(—1 "(A 1,2 F n-1\, ku ) ) 
Fu i—k—1, BP, Par --» Pa-3, 7 
(18. ) j 
' E-.g, —1\" 4: a ae 
we B3 = 1714-1) (* 4 N, F v ch : a 
1 k n—] I) ) > 5 L I I co 
»— 0 a €, BE ß, 1 A—R- 1. [?a » ..®. /n—3, j' 


Bei den Gleichungen (17.) und (18.) besteht, wie bei den früheren, die Vor- 


ausselzung,. dass in der oberen Argumentenreihe der Functionen F der 


n—1 
Modul des letzten Elements kleiner als der aller übrigen Elemente sei, da die 
Reihen sonst divergiren. Ist diese Voraussetzung nicht erfüllt, so hat man 
die Gleichung (8.) und die analogen Gleichungen an Stelle der hier angewen- 
deten zu Grunde zu legen; die hieraus folgenden, allerdings weniger einfachen 
Relationen behalten dann auch für die im Vorhergehenden ausgeschlossenen 
Fälle ihre vollständige Gültigkeit. 

Da die parlikulären Lösungen der Differentialgleichung (1.) durch be- 
stimmte Integrale, bei denen die zu integrirende Function dieselbe ist, ausge- 
drückt sind, so ist eine directe Addition möglich. sobald zwei Integrale 
einer (Grenze übereinstimmen. Es folgen die Gleichungen: 


Yu, Yun Tt Ya s 

Yay T Yan Yrundts 

Yır = YstYırtYı,, elc., 
aus denen sich. mit Hülfe der Gleichungen (7.) bis (11.). Relationen zwischen 
verschiedenen Reihenentwicklungen ergeben. Es soll auf diese Gleichungen 
zwischen drei oder mehr partikulären Integralen hier nicht näher eingegangen 
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werden; die zur Constantenbestimmung erforderlichen convergenten Reihen- 
entwicklungen wurden im Abschnitt II. angegeben. Nur eine der zwischen 
»--1 Integralen bestehenden Relationen, welche für die Verzweigung der 
hypergeometrischen Function wesentlich ist, wird im Folgenden kurz behan- 
delt werden. 


IV. 

Wenn ein beliebiges hypergeometrisches Integral für einen bestimmten 
Werth von x gegeben ist, und die Variable x irgend eine zu dem Ausgangs- 
punkt zurückkehrende Curve durchläuft, so entsteht die Frage, welches der 
schliessliche Werth des Integrals ist, wenn dasselbe längs der gegebenen 
Curve verfolgt wird. Die geschlossene Curve kann zunächst durch eine An- 
zahl kleinerer geschlossener Curven ersetzt werden, deren jede nur einen 
singulären Punkt enthält, so dass die Frage auf die Umkreisung eines einzelnen 
singulären Punktes zurückgeführt wird. 

Die partikulären Integrale von (1.) zerfallen in drei Klassen: die In- 
tegrale Y,..., die übrigen Integrale y,, und die Integrale y,. 

Die Integrale y,,;ı haben nur je einen endlichen Verzweigungspunkt, 
nämlich den Punkt «,; im ganzen übrigen endlichen Gebiet sind sie monodrom 
und stetig. In der Umgebung des betreffenden Punktes a, werden sie nicht 
durch Division mit einer Potenz von 2 —a, eindeutig, gehören also nicht zu 
Hauptintegralen des Punktes, sondern bestehen aus einem eindeutigen und 
einem mehrdeutigen Summanden. Den gleichen Charakter haben sie für den 
zweiten Verzweigungspunkt 2 = x. 

Die Integrale y,,, bei denen « und » zwei Zahlen aus der Reihe 
1, 2. ... » sind, haben je drei Verzweigungspunkte, a,, a, und &. Für 


' eindeutig 


den Punkt » sind sie Hauptintegrale, da sie durch Division mit «’” 
und endlich werden; im Bereich der beiden endlichen singulären Punkte ent- 
halten sie dagegen sowohl eindeutige als mehrdeutige Bestandtheile. 

Die Integrale y, haben sämmtliche singuläre Punkte der Dillerential- 
sleichung (1.) zu Verzweigungspunkten. werden aber nur in der Umgebung 
des einen Punktes a, durch Division mit einer Potenz eindeutig und endlich; 
für v—=n+1 ist a, durch den Werth x zu ersetzen. 

Die Aufgabe, ein beliebiges hypergeometrisches Integral längs irgend 
einer geschlossenen Curve zu verfolgen, redueirt sich auf die Zerlegung der 


Inteerale y, in die eindeutigen und die mehrdeuligen Functionen, aus denen 
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sie in der Umgebung der einzelnen singulären Punkte bestehen. Denn in 
Folge der Gleichung 
Yuy = Yu 

ergiebt sich das Verhalten von y,, bei der Umkreisung von a, aus dem Ver- 
halten von y, und y,; da aber y,„ nach Division mit (2—a, )’#"*"" monodrom 
ist, so bleibt nur übrig, die Aenderungen zu bestimmen, welche y, bei Um- 
kreisung des singulären Punktes «, erfährt. 

Es soll beispielsweise das Integral y, in der Umgebung des Punktes 
a, behandelt werden. Der Einfachheit halber nehme man an. dass a, der 
nächstliegende Punkt an a,. a, der nächstliegende an a,. etc. a, der nächst- 
liegende an a,_, sei. und dass a, sowohl von a, als von «a, entfernter liege. 
als die andern singulären Punkte. Dann sind im Vorhergehenden convergente. 
nach steigenden Potenzen von 2 — a, fortschreitende Reihenentwicklungen für 
die Integrale 

Yı» Y2,;» Y3.45> Er Ya-ı,n Yanzı 

angegeben worden. Diese z Integrale bilden zusammen das vollständige Integral 


von (1.); man hat also die Gleichung 


1} 


Y: CC, Yı +6; Y:3+ CGY34T irn I1% 
in welcher e,, &, ... c, Constanten bedeuten. Die am Eingange des Ab- 
schnittes gestellte Aufgabe ist somit auf die Auffindung der Werthe von e,. 
Cs... c, zurückgeführt. 

Zur Bestimmung der Constanten sollen die Werthe 2=a, und z=a, 
benutzt werden. Durch »—2malige Differentiation der Gleichung in Bezug 


auf x erhält man 


vater ++ 
fürv=1,2,... »—2. Die Integrale y,,., von u—=3 an, so wie ihre Ab- 


leitungen, nehmen für = a, Werthe an, welche unmittelbar aus den »—1 
ersten Coelficienten der in (7.) und (9.) angegebenen Reihenentwicklungen 
erhalten werden, wenn man in diesen Gleichungen die Buchstaben a, und a, etc. 
mit einander vertauscht. — Um die Werthe der Integrale y,. %,. 9, und ihrer 
Ableitungen für 2 =a, herzustellen. setzt man voraus. dass A grösser als 
n—i, und dass b, positiv sei. eine Annahme. welche für das schliessliche 
Resultat nicht wesentlich ist. Dann ist das Integral ;, für -=a, gleich Null. 


ebenso die »—2 ersten Ableitungen desselben; ferner haben die Integrale y, 


und Y,,;. so wie ihre »—2 ersten Ableitungen, für x = a, einen endlichen 
20 * 








156 Pochhammer, über Relationen zwischen hypergeom. Integralen n’”" Ordnung. 


eindeutigen Werth, da der mit der Potenz von xz—a, behaftete Summandus 
verschwindet. Diese Werthe ergeben sich gleich je einer Function F 
multiplieirt mit einem aus Potenzen und Gamma-Functionen bestehenden Factor. 
Von der Wiedergabe der Ausdrücke soll Abstand genommen werden, da die- 
selben ohne alle Schwierigkeit erhalten werden. 

Die »—1 Gleichungen 


0 = cyı (a)+CrY2,3 (a)+ + +6,_1Ya-ın()+ 6. Yanıı(@r), 
0 = cYı (a,)+& 923 (a)+ +6, Ya-1n(a)+C,Yanzıl@); 
0 = ay" Ka,)+a9y%5 Kay)+-+c,_ı y.la,)+e.ylı (@;) 
bestimmen die Constanten €,. ©. ... e, bis auf einen gemeinsamen Factor. 
l® y n o 


Um den letzteren zu finden, setze man 2 = a, und nehme b, als positiv an. 
Die Werthe von Y33» Ysas --- Ya-ın Und Y,„.., für 2=a, ergeben sich aus 
den Anfangsgliedern der Entwicklungen (7.) und (9.). Das Integral y, ver- 
schwindet für 2=a,; y,(a,) ist ein bestimmter eindeutiger Werth, welcher 
sich jedoch nicht durch eine einzige Function F,_,, sondern, in Analogie mit 
den Entwicklungen für die Gleichung (8.), nur durch eine unendliche Summe 
von Functionen F,_, ausdrücken lässt. 
Die »!° Gleichung 


Yy(a,) = CYa3la)+ GYy54la)+ + &.-1Y.-1,n(ı) T 6 Yan (a) 
bestimmt die Constanten c,, &, ... c, vollständig, wodurch die Zerlegung 
des Integrals y, in den wie. die Potenz (z—a,)"*’"" mehrdeutigen Summandus 
c,y, und in den eindeutigen Summandus 


C; Yıst C3Y3.4+ ui + Gi Rn C Yan | 
bewerkstelligt ist. 


V. 

Die im Abschnitt III. abgeleiteten Relationen lassen sich, so weit sie 
Functionen F,_, enthalten, für 2a=3 in der Gaussschen Bezeichnung darstellen. 
Es sollen daher die erhaltenen Gleichungen für die dritte Ordnung kurz re- 
kapitulirt werden. 

Die Gausssche hypergeomelrische Reihe 

F(p.g,r. x) 
urn, er er ae LE au au +2) 


BR. I Ve 1.2.3.r.(r+1)(r+2) +, 
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a : 2 identisch 


i z u 
welche nach der hier gebrauchten Bezeichnung mit F,( 
st, kommt für » — 83 in den Gleichungen (15.), (16.) und (17.) vor. Diese 
Gleichungen lauten in ihrem Ausdruck durch die G@ausssche Function F(p,q,r, x) 


[oleendermassen: 





5 _—£ ) 
en oherrike 
) 
RER DR 7 EEE RN 
(1—5)* = (1 ty a (=) Fie+k, Ö, +7 Hk, 0), 
e—1) \ u 5 Ih S 5 
SC I A1), FF (e, d- -k,Y,0) = 
(20.) 
x 7 > pe 1) Ik 1 
1 -$) 7 &(-1 #6 en —-(£ £ =} F (& + k, : Zu k. a). 
aa 5” /} =: j 
% (d— - er, 
\. Zu. RN gE = -& F\ E-} k, Öd, y+k, a) 
v5 2 DR a i 
1-0 1) rS- Fk—1); (°Z=) Fle k,y+4-)-1.y+k —_). 
| os (+ k—T), l—.@ a A 


Die Ausdrücke in den a (13.) und (14.) reduciren sich für 
n = 83 nicht auf Gausssche Reihen. Indem 


F ? 5 ar 5) 
I »: ja) 2 














I 
BE... [e, ı mr E > 2 mi  ADAA), , AD Te _ 
(+4), 17 eo a /+1), a‘ a0, i a, . 
ke + an 5% 1)k-r(P, gs +... in inf 
(e+A+k—1), 1,0 aa; iD 
gesetzt wurde, ergeben sich aus (13.) und (14.) für die dritte Ordnung die 
Gleichungen 
a, oe 
4 en 
RN 0, @, an Da @,- —a, ' &—, 
(22.) F,(’ :)= ut, 5) F; 2 1 ’ 
€, ß, Fi a —£& u 9 


a) ee ed 


worin 7 die Differenz 


ns 
nv 
A 


bedeutet. Die in den Gleichungen (19.) bis (23.) vorkommenden Constanten 
1, 8,0, Y,@, 04, 0, Pi, P, Sind völlig beliebig, bis auf die eine Beschränkung, 
dass die hypergeometrischen Reihen einen Sinn haben müssen. 


Berlin, im November 1870. 











Vibrationen eines Ringes in seiner Ebene. 
(Von Herrn R. Hoppe.) 


Ein elastischer Ring, dessen Figur durch Rotation eines kleinen ebenen 
Flächenstücks um eine entferntere Axe entsteht, ist im allgemeinen für jede 
gerade Knotenzahl zweier Arten ebener Vibrationen fähig; bloss für keinen 
und für zwei Knoten giebt es nur je eine periodische Bewegung. Die radiale 
und die peripherische Verschiebung bedingen sich gegenseitig und sind von 
gleicher Ordnung der Kleinheit. Mit wachsender Knotenzahl geht die lang- 
samere der zwei unabhängigen Vibrationen in eine rein radiale, die schnellere 
in eine rein peripherische als Grenze über, so dass beide einzeln den Charakter 
der Transversal- und Longitudinalschwingungen gerader Stäbe annehmen. 

Wir setzen zunächst voraus, dass in der Richtung der Rotationsaxe, der 
Axe der z, keine Verschiebung stattfindet. Ferner betrachten wir den Quer- 
schnitt f als starr und beständig normal zur Oberfläche, bringen jedoch seine 
kleinen Dimensionen vollständig in Rechnung, weil sie mit unendlich grossen 
Zahlen multiplieirt vorkommen. 


l. Bewegungsgleichungen. 


Im indifferenten Zustande sei r der Abstand des Schwerpunkts des 
Querschnitts von der s-Axe, r(1-+-S5) der eines beliebigen materiellen Punkis. 
y der Winkelabstand der Querschnittsebene von der zx-Ebene nach den po- 
sitiven y hin. Durch Deformation gehe der Radiusvector r (1+5) in r(14S+«). 
der Winkel y in g-+e+r, wo v die Ablenkung des erstern, 7 den Winkel 
zwischen ihm und dem (Querschnitt bezeichnet. Dann sind die ebenen Co- 
ordinaten eines beliebigen Punkts nach Deformation: 


a r(1-+a) cos(g+e)+r&cos(p-+e-+T). 
'y = r(1-4%) sin (pg+e)-+rS sin (p+c-+r). 
Den Werth 


ou 





| röp 
findet man. indem man den Richtungswinkel +e+7 der Normale der Schwer- 
punktscurve sucht, welche die Gleichungen (1.) für <=0 bestimmen. Ent- 
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wickelt man die Ausdrücke bis auf erste Potenz von « und ®, und bezeichnen 
die Accente die Differentiation nach y, so werden diese Gleichungen : 


9 je = r (14540) cosp—r \(1+8)0 — £u'! sing, 
(©.) 
gs - | 4 . ] 3 | - 4 E Z » \ 
(y = r(14+5+%) sing-tı (1-45) 0 — $w|cosy. 
Hieraus ergiebt sich in bekannter Weise ein Bogenelement,. welches der Punkt 
(ey) bei constantem S und variirendem g beschreibt: 
os = r 14+5+u— Su + (IH) eo} Op. 
Dieses ist durch einfache Dehnung aus dem Kreisbogenelement r 1--5)0g her- 
vorgegangen. Die Dehnung der Längeneinheit beträgt also 
os u—-&u" , 
Fe: ei ar Be a ® 
‚A906 Fr: 
und die Variation der Länge bei neuer Verrückung 
0ös = r !du—Edu” + (1-45) de’! Ög. 
Multiplieirt man das Product beider Grössen mit dem Elastieitätsmodul E und 
mit dem Flächenelement ©f und integrirt über den ganzen Ring. so erhält 
man die Variation des Potentials der peripherischen Spannungen, welche nach 
Voraussetzung allein in Rechnung kommen, nämlich 
| Zr, n.f[u — Eu" | 
x men Yy ee... #7 1 12 PP, PFAE LAN! 
er = irf öp för [2:7 e'){0u Ssdu" + AH) IN. 
0 - 
Um zuerst über den Querschnitt zu integriren, sei 
z5r hf 3 p "of 
af = JEor; H=jEih defıee 
rs 
wo a, a+b und e stets positiv sind; dann kommt: 


Ir j " h 
) E fr Op (u+reutu)+e) du + elatu\du"+(uteN)de 
p \u4 r 
© 


und nach theilweiser Integration: 


rn 


?2n, , gr j f ’ \ 
BG = Efrf 09 !Ku+ e(u+2u"+u"")+v)du— (u v") dr}. 
() 


Dieses Potential ist nun im Zustande des Gleichgewichts mit äussern 


Kräften gleich der Summe der virtuellen Momente derselben. Die Componenten 


derjenigen Kraft, welche in irgend einem Punkte eine Masseneinheit im Gleich- 
sewicht halten würde, sind gleich und entgegengesetzt den Componenten der 
Beschleunigung in der Zeiteinheit. Wir zerlegen sie in radialer und periphe- 
rischer Richtung. Dann sind die Coordinaten 

r (14540), rti4No— Su, 
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die Beschleunigungscomponenten 





die virtuellen Geschwindigkeiten 
rdu,  ritl+S)do—Edu|, 
das Massenelement, wenn P die ursprüngliche Dichtigkeit bezeichnet, 
Pr(i+S)opöf, 
folglich nach Multiplication der letzten 3 Grössen und Integration das virtuelle 
Moment der FEIND 


\o’u REEL A Ein 1.07 
(4.) () 2; STöpf I+S)c N on+[c- +5) > —, IIa+S©0e- 20% 


or ot \ 


Integrirt man über f und beseitigt dw durch theilweise Integration nach y., 
so kommt: 


ee O’u o’u’ 2 vi. 
M Pfr f 0 'E ; TEE TRAM (2a-+ | du 
. ot’ t ol 











+[ 1+9a- b)2 108} 


Identifieirt man jetzt die Coefficienten der si Variationen u dv 
in beiden Ausdrücken von Q und setzt zur Abkürzung 


Pr’ 
Si & 
so ergeben sich folgende Gleichungen: 
. „ 
ou u’ 
\g BAER er, + (2a- ° nr ra+o'+elutr2u" +u"") = 0, 
(cl ot er: 


(3.) 


na. 


ou 2 Or). 
lg \2a+b) ATZE —| l — 3a-+b) FT; N 1 + PO ae 0 


als Bestimmungen für jede in den anfänglich genannten Voraussetzungen be- 
grilfene Bewegung des Ringes. 


2. Einfach periodische Vibrationen. 

Den aufgestellten Gleichungen genügen folgende, einer einfach perio- 
dischen Vibration entsprechende Werthe der Verschiebungen: 
u = A cos(at+P)cos(ky-+y). 


6.) 
I» — Apeos(et+p)sin(kp-+Y). 
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und zwar muss % eine ganze Zahl sein, damit beide nach Durchlaufung des 
Umkreises auf ihren Anfangswerth zurückkehren. Zur Abkürzung sei 


4 | er I | Pr 


= 1+ka+b). u=Ra+b, y I+3a+b. 
S=h—zu, an = ki— ur, 3=v—ku, 
e= iv—ku‘, 20 = zv+k(4—2u). o=yn-+k Lg. 


Der Zusammensetzung gemäss sind 4, u, v, z—1. &, o stets positiv. Zwischen 


“. 


“, 7, 9% hat man folgende Relationen: 


‚94 2unr vC 0, 

12$+2n -KC = 0. 

Nach Einführung der Werthe (6.) in die Gleichungen (5.) erhält man: 
z— gah,+pk(1 -ga’u) = UV, 


(8, \) 
(k(i—gau En p(k- ge v) () 


und nach Elimination von p: 
(9) (ge) — Ro ge - Kiz—-1) = 0 
oder, was damit identisch: 
(E90 — 60) = 0. 

Die vier Wurzeln dieser Gleichung sind reell. Eliminirt man nämlich 
o® zwischen den Gleichungen (8.). so lässt sich das Resultat folgendermassen 
schreiben: 

A+2p+2(1)I+Ap) = 21. 
Hiernach ist zunächst 1-+Ä4p reell, also auch «° nach den Gleichungen (8.), 
und Gleichung (9.) zeigt dann, dass es nur zwei positive Werthe haben kann. 

Ist & die kleinere, « die grössere positive Wurzel, so hat man: 


Öö—+-0 


()- Ä : 
\ 10.) (di — . . C — ! x R 
(JE ; ! ge 


- 


Ebenso sollen durch den Accent die auf « bezüglichen Constanten von den 
auf & bezüglichen unterschieden sein, aus denen sie durch Vorzeichenwechsel 
von o hervorgehen. Nach Einsetzung des Werthes von o in die Gleichungen 
(8.) ergiebt eine leichte Rechnung: 


k{ 0—N 
(11.) )=— —— -—- 
l 0 IF 


x 


Die Grössen A, ?,y bleiben willkürlich. So viel man aber auch Terme 
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der Form (6.) für ein bestimmtes k und « zu einer Lösung zusammensetzi 


so redueiren sich die unabhängigen Constaniten immer auf vier, und man kann 





die Summe, alle Fälle umfassend. folgendermassen schreiben: 





U —= (Acoskp— Bsin kp) cos at+(Ccoskpg—Dsinky)sinat, 
= (Asnkg-+bBeoskg)cosat+(UÜsinkg+Dcosky)sinalt, 
so dass die allgemeinste Lösung für ein bestimmtes % lautet: 
12.) u=U+U, v=pV+pV 
und 8 unabhängige Coelfficienten enthält. Die ihnen entsprechenden 8 unab- 
hängigen Vibrationen kann man indess auf doppelte Art paarweise verschmelzen 
lassen. Combinirt man (A,B) und (C,D). so erhält man zwei Vibrationen, 


die beziehungsweise zwischen den 2% Knoten 


A (! 
sky vun B' tekgy D 
radial. und zwischen den festen Radien 
RN A in (! 
cotläyp = = % cotlkp — > 


peripherisch vor sich gehen, so dass eine der andern immer um 4} der Schwin- 
sungsdauer in ihrer Phase voraus ist. Combinirt man hingegen (A,C) und 
(B, D), so erhält man zwei andere Vibrationen für die festen Knoten Igkp=0 
und cotkp=0, während der Beginn der Schwingungsperiode beziehungsweise 


ig o ARE u 


2 T 
ist. Indem wir die ausserdem möglichen Zerlegungen in zwei Vibrationen 
zu je vier proportionirten Coefficienten übergehen, knüpfen wir die Betrachtung 
an die letztgenannte Zerlegungsform an, nach welcher die Knoten, d.h. die 
rein peripherisch vibrirenden Punkte, unabhängig von aller Coeflicientenbe- 
stimmung feststehen. 


‘ 


3. Ergänzung der Lösung. 


Für k=0 und k=1 wird @ =0. Daraus folgt erstlich, dass hier 
nur die eine der beiden Vibrationsarten existirt, nämlich für 
A+c 


k=0, «=, p=0 
a >. p 





und für 





2 [] 1— 6 


| SAImIB-eN RT 1ta 


k=1, a — 
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Erstere entspricht der gleichmässigen Ausdehnung und Contraction des ganzen 
Ringes ohne peripherische Verschiebune. 
Da aber hier zwei Wurzeln «—=0 zusammenfallen. so folet ferner. 
dass noch eine Lösung anderer Form existiren muss. Dem Werthe « —- 0 
entspricht 
OO U oo 


pt =, 


also ein # und ein ® linear in #, und die Gleichungen (5.) redueiren sich auf 
u+o0+clu+2a”+u) = 0. 
+" = (0, 
wofür man sogleich schreiben kann: 
I-u+2u'+W" =0; au+eo=Te. 
Das vollständige Integral ist sichtlicherweise: 
u A4c059+Zsing+(Ocosp+-Isingp)g, 
ve = lcy-+lI- fuög. 
Die über den Umkreis des Ringes nicht periodischen Terme sind unmöglich, 
ihre Coefficienten /', 9, I also Null. Drückt man die übrigen in Z aus. so 


kommt: 
u deosp— msingp)t-+A,cospy— b,singy, 


ve = (n—Isin g—m cosy)t+B,—A,sing—B,cosy, 


und man hat 6 von einander unabhängige Bewegungen. 


4. Vollständige Lösung. 


Fügt man zu den erhaltenen Werthen die zugehörigen periodischen 


Terme, so entsprechen k= 0 die Verschiebungen 


(®) A' cos«'t+Ü"sin«'t. 
(0) = ni “.. Dos 
und für k=1 sind sie 
[4 — (lcosp—msin p)t+ A,cosp—B,sing+U”, 
(13.) Fi } ‚ " u 
j® — —(/sin Y TmMCOSYy E- (A,singy +-b,cosy KR vom Er 
| 1-+a 


Addirt man jetzt alle den einzelnen k entsprechenden Lösungen, so werden 


die allgemeinsten Ausdrücke der Verschiebungen : 


21 * 


7 
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Ä F 


\ a)+ua+F(U+UN, 


> 





(14.) 





lv = ()r0- E&(pV-+p'V). 


Zum Nachweis, dass dieselben alle möglichen Bewegungen des Ringes um- 


fassen, ist zu zeigen, dass jeder beliebige Anfangszusiand durch sie darge- 


ar 4 ©. 
stellt werden kann. Seien also «, ve, —. — für 1{=0 gegeben; dann kann 
au äh Ä 


man foleende Grössen daraus berechnen: 





i If“ ® Em | . 
K=—j mcoskpög, db / usinkpög, 
J . T 
() 0 
| f” ’q1 , N | / In 
L = /f veoskycog, XA=—/ vsinkpoy, 
7. x T. . 
1 ("ou ' | (mon. ’ 
M= — — cos kp cc Wa — / — sink oc 
1. ol .Yy [» Tl. ol ’ f f> 
l 27 00 . 1 ("oo : 
N / —coskpog, 2=— sinkpgog 
(0) 4 
und findet nach Einsetzung der Werthe (14.) für k 1: 
K=-A+A, -$=B+B, 
L=pB+pB, X=pA+pA', 
M=«aC+eo'C', P=aeD-+.0D' 
1 | D 
N=peD+ p«D', ‘2=paC+ pe, 


woraus mit Anwendung der Werthe (11.) hervorgeht: 


K nk — k X K mn K—köOX 

















az: ae u ee me 
D nDP-kaL » ®? nP,+köLl 
u ERRE. RE NETER 
2 20 2 20 ’ 
‚. M  nM-ka38 , MM n„M-IidR 
= ——+t- r ( —_ —_ a 
2a 2a@0 2a 2a'o 
A 
2 2a0 2a 2a'o 


Für =0 findet man: 


15) K=24, L=2B,, M=2«C, N=2h, 


für k=1: 


K= A +A, ——p—=B-+B, 

L=—B-+p'B, X=-—A-+pA'), 
M=I!+«'Ü', — y 
N=—m+paD', $ 


n 


—=m-+aD', 


De 


Zu I +p«C', 








H oppe, Vibrationen eines Ringes in seiner Ebene. 165 


woraus: 


a er te er, 
| D, Fe D | dl KB | ed A 
Pe EUER 
| ! 5 N-—-2, = -(M+2, 
Pr i ! . _ l Ü Ad V n . . WLN 


Hiermit sind alle Coeflicienten eindeutig bestimmt. und die Gleichungen (14. ) 
drücken diejenige Bewegung aus. welche der gervebene Anfaneszustand zur 
Folge hat. 


r, 
I 


47 ranslatıon und Kotatıon. 


Um die Bedeutung der nicht periodischen Terme festzustellen, betrachten 
wir die Bewegung des Schwerpunkles. Bezeichnen X, Y die statischen Mo- 
mente, so isl 

X+iY = Prf Kati) AH) Opöf. 
Führt man die Werthe (2.) ein. integrirt über f und theilweise nach g, so 
findet man: 


A-+iY = Pfr lau +ill+a)etet og. 


Da nach Integration alle Terme von «, » verschwinden, welche nicht 
den Factor cos oder sing haben, so braucht man nur die Werthe (13.) für 
u, v zu setzen und erhält: 

X-+iY 2a Pfr l+im)t+ A, + Bil. 
Die Masse des Ringes ist gleich 27Pfr; folglich sind die Coordinaten des Schwer- 
punktes: 
z=r(it+A), y=r(mi+ B.). 
Hiernach bezeichnen rA, und rB, die Componenten einer für die relative Ver- 
schiebung der Elemente bedeutungslosen, anfänglichen Translation des ganzen 
Ringes, und r/ und rm die der Translationsgeschwindigkeit. 

Ebenso drückt B, eine bedeutungslose anfängliche Drehung des ganzen 
Ringes um den Anfangspunkt und » seine Rotationsgeschwindigkeit aus. 
Letztere muss als klein von der Ordnung der Vibrationsamplituden angenommen 


werden, während die 5 übrigen Constanten beliebig gross sein können. 
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Offenbar kann man die Grössen A,. B,, B, durch geeignete Bestimmung 






















der anfänglichen Verschiebungen und die Grössen /, m, » dadurch zu Null 
machen. dass man dem Coordinatensystem eine begleitende Translation und 
Rotation ertheilt. Um dies in Ausführung zu bringen, berechne man aus den 


beliebig gegebenen u 


9 ,„ ve nach den Formeln (15.) die genannten 6 Grössen. 
substituire ihre Werthe in die Ausdrücke von a, ® und subtrahire die Re- 
sultate von den gegebenen «, v. Dieselbe Procedur lässt sich natürlich auf 


jede der 6 Grössen einzeln anwenden, die man eben beseitigen will. 


6. Lebendige Kratt. 


Die Gleichung der virtuellen Geschwindigkeiten, nach Alembertschen 
Princip auf Bewegung angewandt, geht bekanntlich in die Gleichung der 
lebendigen Kraft über, sobald man alle Variationen im Sinne der wirklichen 
Bewegung nimmt. Schon ohne diese Annahme lässt sich der Ausdruck (3. 
folgendermassen schreiben: 


Eröf "öpfi+s) flo +7: su” i 


u 


0 = 





I 


und man braucht nur d mit © zu vertauschen. Nach Integration über f 
findet man: 


0) r 


0 = 4Efröf ögyfuto’+elutu”}}. 


0 
Zur entsprechenden Umformung des Ausdrucks (4.) muss gleich anfangs 
de = 6t— 
. ot 
gesetzt werden; dann geht er über in 


} i ou oo „ou'T’) 
0 = sprif"ogfarnoren)[an ee] 


Der Herleitung gemäss ist, was nach Weglassung der Zeichen —, © zur 


un 


Rechten steht, der Ausdruck der lebendigen Kraft der Gesammtbewegung, 
welche durch W bezeichnet sei. Führt man noch die Integration über f aus. 


li ‚pfrf "og (+ (a+b) a) 


—2(2a+5) 2 ” e+ (1-+3a + (F)! 


so erhält man: 
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Die Gleichheit der zwei Ausdrücke von 0 giebt nach Integration ausserdem: 


W = const. — 4 Efrf ög (u+o)-+ e(u+ru")"). 

Setzt man für x, © ihre Werthe (14.). und denkt diese nach den successiven 
Werthen von k geordnet, so verschwinden nach Integration alle Terme, welche 
Factoren mit verschiedenen # enthalten. und W stellt sich als die reine Summe 
der lebendigen Kräfte derjenigen Bewegungen dar. welche den einzelnen k 
entsprechen. Jede dieser Bewegungen zerlegt sich wieder in zwei Theile. 
deren Amplituden einzeln die Facloren cosky und sinkgp haben. Da auch 
deren Product ein Integral gleich Null ergiebt, so zerfällt auch die lebendige 
Kraft jeder solchen combinirten Bewegung in die lebendigen Kräfte der beiden 
Theile, bestehend aus den vereinigten Termen mit den Coeffieienten (A,C, A’, C' 
einserseits und (B,D, B’, D') andrerseits. Setzt man demgemäss in den beiden 
Ausdrücken von W statt «, e nur deren eben bezeichnete Theile für ein 
einzelnes %# und summirt die Resultate. so stellen sich die Gleichungen in 
folgender Form dar: 


W = !nPfr & (FT@+FT'or-+-2F"T" oo 


k—) 


K==0 
— const.—InEfr & |G(H-T)+G'(H’—-TN)-2G"T", 


und zwar ist für 4 > 1 
F= )-4?2pku+pr, 
G = z+2%pk+p'k, 
H= A+B+C’+D', 
T = (Asinat— Ccoscat)'+(Bsin at —Deos at)‘. 
woraus F’, @, H’, T’ durch Accentuirung von p, «, A, B, C, D zu bilden 
sind. ferner 
F" — 4-+(p-+p')ku+pp'r, 
Ga" = 2 +(p+p))k+ppk, 
T' = (Asinat—Ccosat) (A sine’ t— Ü'cos«'t) 
+(Bsinat—D cosat) (B’ sin @' t— D’ cos«'t). 
In T” geht T” über, wenn man «et, «'t um einen Rechten vermehrt. 
Was die Theile #=0 und k=1 betrifft, so erhält man nach Ein- 


setzung erst von (wa), (ev), dann von a, e für «, e folgende Werthe von W: 
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W) = aPfr\vn’+ (A sine't—C'cosa't)’ a” 
const. —ıı Efr (l+e)(A'cos«'t+ ("sin «'E)”, 





7 ‚,, 1-+4a+2b— a’ ‚ 
2 aPfr \U+m + ne Ei 
(1-a)’ 
e ‚ #H--T 
— const. -@akfr 7 —. 
(ia) 


in denen @ nur im Quadrat vorkommt, sowie die Geschwindiekeiten /, m. n. 
Nun bat man, wie sich durch Elimination von «’ zwischen den Glei- 
chungen (8.) ergiebt: 
kC+2np—kIp = 0, 
woraus: 
2n 


FIRrTTr WERT 


und findet nach Einführung infolge der Relationen (7.): 


F' er 14 +2un- -vC 0 

Ds: ui 

@"" ur + P47 k’c 0 
N —— .—_ 

IF a 


Hiermit fallen in den zwei Ausdrücken von W alle Producte der Terme weg, 
welche Theilvibrationen von verschiedener Geschwindigkeit entsprechen, und 
es bestätigt sich der noch nicht allgemein bewiesene Satz von Saint-Venant, 
dass die lebendige Kraft eines Systems gleichzeitiger Vibrationen eines Körpers 
die Summe der lebendigen Kräfte aller einzelnen einfach periodischen Vibra- 
tionen ist. Die Zerlegung geht hier soweit, dass auch je zwei gleichtönende 
Vibrationen von gleicher Knotenzahl,. von proporlionaler, nur ungleichzeitig 
eintretender Phase und ungleicher Amplitude besonders zu rechnen sind. 

Die Bestätigung der Gleichung der lebendigen Kraft findet man sehr 
leicht. wenn man die Gleichungen (8.) nach Multiplication der zweiten mit p 


addirt, so dass man erhält: 
z— ga h+Rpkii—ge’u)+p (k’—gav) = 0 
auch gültig für p’, «' und identisch mil 
Geier, G = ga”. 
Infolge dessen werden die variabeln Terme in beiden Ausdrücken von W 


einander gleich, wie dies in (W) und W gleichfalls leicht zu bemerken ist. 


Der einfachste Ausdruck der lebendigen Kraft ist jetzt: 
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W= nPfr (vn+l-+ m’ 
+nEfr (1 +) NT, + -— +18 (GT+@T 


wo T,. 7, die Werthe von T’, für =0, 1 bezeichnen. und in ersterem 
BR =D =0 zu denken ist. 


- rn \ | nn u 
ei; Tonhöhe. 


Die kleinen Grössen a, b, ce liessen sich zwar in den unendlichen 
Reihen nicht vernachlässigen; jetzt jedoch. wo es sich nur um hörbare Ober- 
ıiöne handeln soll, also nur niedere Werthe von %k zu berücksichtigen sind. 
mögen ihre höhern Potenzen neben den niedern in Wegfall kommen. Wir 
erhalten dann folgende Hauptwerthe: 


aid Alec”, 


ne _ »RH 
= —; 0=0 = 
nz ni 


und aus diesen nach Gleichung (10.) und (9. 


5) k’-- 1 


"A r u —— —— 


Y 9 





also 
ce k(k’—1) h +1 
ee), er, 
[ferner nach Gleichung (11.): 


p=-—, p=h 
Vergleicht man den erstern Ton mit dem transversalen, den letztern 
mit dem Jongitudinalen Grundton einer von der ursprünglichen Länge vw aul 
v(1+w) gedehnten Saite aus gleichem Material, so werden sie übereinstimmen, 


wenn beziehungsweise 


st | E u) n rt 1 FH 
Üü = — i { yo - u 
17 P wir 
oder 
/o v®+1 1 
y AT nr Be” — 
ce k(k—1 | Bid 


ist. Der tiefste Ton jeder Art entspricht der Länge 


u ’ . 
U = —- 11 er il Ir. 


WW 


And 
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Der letztere ergiebt für einen stählernen Ring von 1 Decimeter Radius schon 
8000 volle Schwingungen in der Secunde. Daraus ist ersichtlich, dass die 


Reihe der Töne «' nicht zu den gewöhnlich vernehmbaren gehört. Der Haupt- 


ton entspricht vielmehr dem «@ für =?2, bei welchem der Ring 4 Knoten 
bildet. indem er sich abwechselnd nach zwei auf einander senkrechten Rich- 
tungen hin oval streckt. Der nächste Oberton ist 1} Octaven höher, die andern 
folgen in Intervallen = 11.27 dann 8,32 dann 6.68 dann 5,49 halben Tönen. 

Ausserdem ist zu bemerken, dass bei der Tonreihe «& die radiale Am- 
plitude kmal so gross ist als die peripherische, während bei der Tonreihe «' 
das umgekehrte Verhältniss stattfindet. 


Berlin, d. 7. November 1870. 
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Bemerkungen zu dem Aufsatze 
des Herrn Bischoff über die Tangenten algebraischer 
Curven ım 96 Bde. dieses Journals 8. 166. 


(Von Herrn 8. Gundelfinger in Tübingen.) 





Ih der schönen, durch die Ueberschrift näher bezeichneten Arbeit be- 
schäftigt sich Herr Bischoff mit der Betrachtung gewisser Curven, die zu einer 
gegebenen Grundeurve in bestimmten Beziehungen stehen. Die allgemeinen 
Gleichungen dieser Curven werden dort zum grössten Theile nicht gegeben, 
sondern nur deren verschiedene Grade bestimmt. 

Die wirkliche Darstellung dieser Gleichungen, welche wir im Folgen- 
den näher entwickeln wollen, erfordert hauptsächlich die Lösung der folgenden 
zwei Aufgaben. 

Erstens. Wenn f(z,y,s)=0 die Gleichung einer beliebigen Curve 
„'er Grades in homogenen Coordinaten bedeute. so hat man die endgillige 
Gestalt anzugeben, auf welche sich der Ausdruck 

(4. 2 GE ei EN aeg 
zilä oy, 0x ox, 0y’ } ; 
vermittelst f(x, y,s) =0 bringen lässt. 

Zweitens sind die Bedingungen für die Coellicienten einer beliebigen 
Gleichung m” Grades 


gg m 


2) gast ce +m24+:-a„r 0 
aufzustellen. damit zwischen ihren Wurzeln gewisse, am angelührten Orte 
senauer definirte Relationen stattfinden. 

Das erste Problem, dessen einfache Lösung auch Herr Hesse so sehnlich 
wünscht (Bd. 40 dieses Journals S. 317), ist von diesem Mathematiker selbst 
schon unter einer anderen Form erledigt worden. In der That geht der in 
Bd. 36 dieses Journals S. 156 mit (©“e) bezeichnete Ausdruck unmittelbar 
in die Grösse (1.) über, wenn man dort 4, =0, ,=0, a,—=1 annimmt und 


Ti, 2,, @, beziehungsweise durch x, y, s, sowie das Functlionalzeichen » durch 


*) Nach ausgeführter Differentiation hat man statt x, und y, wieder z und y 
zu setzen. 
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das Functionalzeichen f ersetzt. An der angegebenen Stelle hat aber Herr Hesse 
gezeigt, wie (©“e) mit Hilfe von e=0O auf die um zwei Einheiten niedrigere 
Funetion Q, zurückkommt, und wie man diese letztere vermöge Recursions- 
[ormeln successive berechnen kann. Hiernach lassen sich drei der von Herrn 
Bischoff aufgestellten Sätze in folgender verallgemeinerten Form aussprechen. 

Wenn eine beliebige Curve nt” Grades vo(z,,. ©, ©) =0 und eine 
Gerade a,2,+@23+4,0, = 0 gegeben sind, so giebt es Im (m—2)(m—3)(m+4 
solche Tangenten, von deren m—2 Schnittpunkten mit der Curve zwei har- 
monisch sind zum Berührungspunkte und dem Schnittpunkte der Tangente mil 
der gegebenen Geraden. 

Ferner giebt es m(m—2) (m—3)(m-4) Tangenten, deren Berührungs- 
punkt nebst einem der m—2 Schnittpunkte mit der Curve harmonisch ist zu 
einem andern Schniltpunkte mit der Curve und zum Schnittpunkte mit der 
gegebenen Geraden. 

Endlich existiren 3m (m —2) (m —3)(m—4) (2m+5) solche Tangenten, 
von deren m—2 Schnittpunkten zwei harmonisch liegen zu einem dritten Schnitt- 
punkte und dem Schnittpunkte mit der gegebenen Geraden. 

Die Berührungspunkte sämmtlicher in den drei letzten Sätzen aulge- 
führten Tangenten bestimmen sich als die Schnittpunkte der Grundeurve v0 
mit drei andern Curven, deren Gleichungen beziehungsweise erhalten werden, 
wenn man die Bedingungen dafür bildet, dass eine Wurzel A von 


0, ! Q, og V, 2 | ! Q, an—2 __ 
EEE er ar Fe 


einer andern entgegengesetzt gleich oder die Hälfte von einer der übrigen 
oder endlich das arithmetische Mittel aus zwei andern sei. 

Es kommt also alles auf das zweite Problem zurück, die Beziehungen 
zwischen den Coefficienten a, in (2.) aufzufinden, damit diese beliebige Glei- 
chung m‘ Grades eine der drei letzterwähnten Eigenschaften besitzt. 

Herr Bischoff hat mittelst der Theorie der symmetrischen Functionen den 
Grad der Coefficienten «a, in diesen Relationen bestimmt; ihre allgemeine Form 
ohne überflüssige Factoren findet man nach der folgenden Methode. 


Soll die Gleichung g(x)—=0 zwei gleiche, aber entgegengesetzte Wurzeln 


u 


haben, so muss es einen Werth x geben, für welchen gleichzeitig 


g(a)=0 und g(-z)=0 
oder 
(2) +-g(—r) (2) — g9(— x) 
———-— = nad —=|. 
— Yun 





r 
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Eliminirt man aus den beiden letzten Gleichungen x’, so nimmt die gesuchte 
Relation — mit [p] die grösste in p enthaltene ganze Zahl bezeichnet 
diese Form an: 


| 
1} 


ie Bi a Gi, 
| hi; 
| Ti Vi d, 
8 VÖ. 
| d, by) d; hy) d g “ ® . Ad I n l - 
| - 
(lıs d;. . . . dt rm 1 ı 


| ri ) | 
| . D u . . D 
Die auf der linken Seite dieser Gleichung stehende Determinante besteht aus 


m+1 i m } 
= ]|-1 Horizontalreihen der « mit geraden Indices i und | n Horizontal- 


Fu 


reihen der « mit ungeraden Indices; sie besitzt merkwürdige Eigenschaften, 
analog denen der Disceriminante von g(x). und spielt in der Theorie der innern 
Polaren einer Curve eine wichtige Rolle. 

Wofern eine Wurzel von g(x)=0 die Hälfte einer andern sein soll, 


so müssen für diese Wurzeln x gleichzeitig folgende Relationen bestehen: 


N (EN 
gz)=0 und g\—)=0 


2, 
oder: 
'® 
g(€) (2) (x\ 
se "2 0 und ga)?" 5)=0, 


aus welchen Gleichungen man wieder mit Hilfe der Dezout-Sylvesterschen 
Methode x leicht eliminiren kann. 

Hat man endlich die Bedingung dafür aufzustellen, dass eine Wurzel 
von g(x)=0 das arithmetische Mittel zweier andern ist, so wird man zunächst 
nach Borchardt *) die Gleichung (x) = 0 bilden, deren Wurzeln die arith- 
melischen Mittel derer von g(z)=0O sind, und alsdann aus 

y(@)=0 und v(r)=VÖ 
cv eliminiren. 

Zu den Aufgaben, deren Lösung Herr Bischoff in seiner Abhandlung 
nicht vollständig durchgeführt hat, gehört auch die folgende: 

Die Gleichung der Curve F zu finden, welche eine gegebene Curve 


*) Baltzer, Theorie der Determinanten, zweite Ausgabe $. 11, 22. 
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„ Ordnung © (2,,2%,, 2%) =0 in den Punkten schneidet, in welchen diese von 
den Curven eines beliebigen Netzes m!“ Ordnung 

Yf (2, 22% %;) nn I. (2, ’ Tys %;) +ugp (z. Tr. L; ) . 0 
oseulirt wird. 

Die am angeführten Orte für die Curve F aufgestellte Gleichung bleib: 
noch miltelst ©e=0 um zwei Einheiten zu erniedrigen. Diese Reduction lässı 
sich ohne grosse Mühe ausführen, wenn man den Werth 0,,. auf welchen 
oe) für 0 zurückkommt, und Betrachtungen zu Hilfe nimmt, ähnlich 
den von Hesse im Alte Bande dieses Journals S. 292 angestellten. 

Setzen wir für eine beliebige Function f(z,2,2,) der Kürze wegen 
-. :F, Dan fi, ete.. und bezeichnen wir ferner die Hessesche Deter- 


minante I +®,,0%,9%, mit © und den Coelficienten von ®,. in vw» mit VW 


ik, SO 


wird die Gleichung der Curve F folgende: 


| p, f, fı v, | 
| # 
| F: f: p: 2 | ) 
r ; ı—=d0. 
p3 Y 3 f; ? > | 
UV Ser _' oo ‚2Zmtn—-3 | 
ZIVpa ZVaya SEVapa 0 





Die zwei Summenzeichen erstrecken sich über die Indices © und %. 
die beide unabhängig von einander die Werthe 1 bis 3 durchlaufen. 


>» © 


Tübingen, im October 1870. 











Verallgemeinerung emiger Theoreme des 
Herrn Aronhold. 


(Von Herrn S. Gudelfinger in Tübingen.) 


I seiner ausgezeichneten Abhandlung: .,‚Theorie der homogenen 
Functionen dritten Grades von drei Veränderlichen‘ (dieses Journal Bd. 55) be- 
rechnet Herr Arorhold das Formensystem für die zusammengesetztie Function 
af- b.Af*) namentlich vermittelst der wichtigen Gleichungen (8.) und (29. 

$. 25 daselbst. Die in diesen beiden Gleichungen ausgedrückten Sätze 
lassen sich nach mehreren Richtungen hin erweitern, was hier näher ausge- 
führt werden soll. 

I. Die eben erwähnte Formel (8.) in $.28 oder, was dasselbe, das 
25° Theorem der Abhandlung lässt sich so fassen: 

Bedeutet y irgend eine Form von f, von der Ordnung 7 in den Co- 


‘ 
elficienten, und setzt man 





| 
f \ ) . > u Y m - u A | -_—- 2 2 " — | 18 “Es > All Y (f) 
(1.) Paf+n.1j Er f I a’ b Y l N) 2 b Yf l l 1.23...k a‘ b f 
so ist 
y \ Fu \\ ! (0 (G OPafı b. If oO 'G o Paf- b Af ! 
® | { a - R I ne =. ee ee = 
(8) (Ipar Hof Pafıvaf TA (oa ob ob ca \ 


Dieser Satz ist nur ein specieller Fall der folgenden Formel: 


in O'Paf+bAf_ = O'paf+bAf 
— Zi 2 -k Bu 


ca ob* ca 





4’ of af 


k k—1) 0G G Kr af+b P .. ION? IK ki ia 
7 .n 3 J- (2) f Eee ++ +1) Par bAF 


ca 5) u 200 oa* 


ch obi—!ca 











Der Beweis hierfür ist genau derselbe, wie der-von Arorhold für die 
Gleichung (2.) aufgestellte; man hat dabei nur noch Regeln aus der Differential- 
rechnung anzuwenden, die auch zur Ableitung des Taylorschen Lehrsatzes für 
mehrere Veränderliche gebraucht werden. 





*) Wir werden, wenn nicht ausdrücklich das (regentheil bemerkt ist, uns stets 
der Bezeichnungsweise des Herrn Aronhold bedienen und auf dessen Arbeit einfach mit 
dem Worte „Abhandlung“ verweisen. 
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ll. Die weiteren Erweiterungen der Arorholdschen Formeln beziehen 





sich auf das Formensystem für die Grundfunction aP;,—bR;,. Gerade wie 





nämlich die Gleichungen (8.) und (29.) in 8.28 der Abhandlung die meisten 
Formenbildungen für die zusaınöngeseizte Grundfunclion af-+b4If liefern, so 
exisliren analoge Theoreme, die das gleiche leisten, wenn aP;—bR; als Grund- 
form angenommen wird. 


Um zu denselben zu kommen, gehen wir von der Bezi iehung aus: 


a): A ee a. 


Ich ca 
Haben nun y, g', p" ete. wieder dieselbe Bedeutung wie in (1.),. so erhäli 
man 2. B. Par, _;r,;, Wenn man in **) 











! >! op 
f re Be, Du 
4 FIAM 
A,;., durch ap,;„—br,;., und also nach (4.) 
Rh (08a% ı Oodab ! 
b,;. durch — SU 55 Print a Tran 
erseizi: es wird somit 
” „ana „SEsEEer SB. _ Ge N 
} aPg-ORr p co (UP Au Wis) \ ob Prut od .. “) 
oder 
san. Din. in ng SR 
a‘ \ p, 2 ER R \ODab / ui A Zur  Odab OFaPs—bR, 3 
uE, a er 2 t oa ob ob ca ) 


In ganz derselben Weise findet man allgemein: 




















(k) 1 \] R' (© Papp-ı 'Rf OS ab \ o' FaPp; —bRr OS.4h we oS,r 
fap uhr 77 vw DJ3 ! 3 Er h ur r J " 
r \ j / - (da)* ob oa=ıöob ob Da 
). Er 
k(k—1) © FaPg—bRy (Fe) ye (& Sab 18“ far, -bRr fo S ur 
| 2 oa'=?ob’ ob } oa ) | / ob* da /) 


Aus 5.) lässt sich über Combinanten ein interessanter Satz ableiten. 
Ist nämlich x eine Combinante von f und Sf, so wird g' und somit auch 
Par,—r, Identisch Null, und die Gleichung (5.) geht dann in diese über 








0 — as Papp-unr San OPaPy-uRr 
oa ob ch oa 


*) Auf diese Form lässt sich leicht die Gleichung 1V. auf Seite 191 der Ab- 
handlung bringen. Für den Beweis derselben und überhaupt der damit zusammen- 
hängenden Formeln vergleiche man $.7 meiner Inauguralschrift: Zur Theorie des 
simultanen Systeins einer cubischen und einer biquadratischen binären Form. 

**) Das Zeichen X! brauche ich in dem Aronholdschen Sinne (Bd. 55 8.129 dieses 
Journals), dass nämlich die Summation nicht auf #, #, « einzeln ausgedehnt wird, 
sondern jede Combination %, A, @« in der Summe nur einfach zu nelıhen ist. 
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Nach einem bekannten Theoreme Jacobis über Functionaldeterminanten 


ist daher Papr-sr, EINE Function und zwar — da p ganz und homogen in 
a und b — eine gewisse Potenz von $S,,, so dass man setzen kann: 


(R.)  Pap-sn; = A.S:;. 
In dieser Gleichung bedeutet A eine von a und 5b unabhängige Form, 
die, wie sich leicht beweisen lässt, eine Combinante von f und 4f sein muss. 
In der That macht man in (7.) a=1 und b=0, so folgt zunächst 


pr, = A.S”; 


ersetzt man hierin f durch af+b4f und vergleicht die hieraus resultirende 
Gleichung mit (7.), so erhält man 


Afısap = A.0”, 
welche Beziehung die bekannte Bedingung dafür ausdrückt, dass A eine Com- 
binante von f und Sf ist. 

Il. Die in I. und II. aufgestellten Relationen sind alle als Verallge- 
meinerungen des 25! Theorems der Arorholdschen Abhandlung zu betrachten. 
Eine Ausdehnung der Gleichung (29.) in $.2S daselbst findet ihren Ausdruck 
in folgendem Satze: 

Bezeichnet man eine beliebige Invariante z, gebildet für aP,—bR; als 
Grundform, durch %,,_,, und setzt 


y I, OKap—br n 
f a > — en A. 
ei Ataer O(lapzru—brau) ” 





Tu 


so findet die Beziehung statt: 





a Pe Öse ) OYa —br 
5) Gym, = Meg, 


Der Beweis ist sehr einfach. Xp; ist als eine Covariante dritten Grades eine 
lineare Combination von f und Zf (Abhandlung Seite 184), so dass man an- 


nehmen kann: 


zZ _@_ 2x2, = Af+BAf. 


OPzau 
Substituiren wir in dieser Gleichung für z,x,x, ein Mal Pu und ein 
ander Mal r,,,, so erhalten wir, wenn 7 die Ordnung der Coelficienten von 
[ in z bedeutet (Abh. 8.27, 4 und 16): 


k . Oo 
6R.B=yy,, 6R.A= Zil-—-r,.; 


OPriu 





und wir haben demnach 
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6R =... Op C,%; Tu = YXp“ ıf+(Z! . K27E au) 





(9.) OPziu OPzAu 
= 7 II) f 
da 
zı 0% Nty! Op OPriu ysır_0% )/y.\ 
wa — Tui . ET a Te FR Zr. ® 
OP Au ' Br 0,7%, " u OPriu Odyor ’ 0,0,7 Odyor . 


Ersetzt man jetzt in (9.) f durch af+b4f, also R durch RG’, 7, durch 
@°Yy.,_,, und nach (2.) 


/ G°Y7 (0G 07 av—br 0G 07 ap—br 
ö(x,) durch —. Zn ku) 


4 Ida ob cb ca )’ 





so folgt 


IG >G ay—br Gr ıD—b 
= ar- Ef} Kafıbaf)| |Cap—5r 0@ _ EXap-ir 06\ 


ob cb da ca 0b/’ 
welche Gleichung mit Berücksichtigung von 








GGR Zap,-ır, — 4 YXar—5 


tda 


Ya —br Öflos—br 
Be Se d vr b 
oa ob 








Y . Kop-br an 


sofort in die zu beweisende Formel (8.) übergeht. 

Die hier entwickelten Theoreme sind äusserst zahlreicher Anwendungen 
fähig; beispielsweise ergeben sich aus ihnen die meisten von Herrn Aronrhold 
auf Seite 191 seiner Abhandlung aufgestellten Formeln fast ohne alle Rechnung. 

Das Interesse für diese Sätze wird noch durch den Umstand erhöht, 
dass sie sämmtlich ihre Analoga in der Theorie der binären cubischen und 
biquadratischen Formen haben, wie man in meiner Habilitationsschrift näher 
sehen kann. 


Tübingen, im October 1870. 





(seometrische Theoreme. 


(Bruchstücke aus den hinterlassenen Papieren von Ü. @. J. Jacobi, mitgetheilt durch 


Herrn O. Hermes.) 


(Vorbemerkung von Herrn 0. Hermes.) 


Unter dem obigen Titel hat bekanntlich Jacobi im 12'° Bande dieses Journals 
in einem Briefe an Steiner die ersten Mittheilungen über die nach ihm benannte Er- 
zeugungsweise der Linien und Flächen zweiten Grades gemacht. Die vorliegenden 
Bruchstücke handeln über denselben Gegenstand, und obschon nur in losem Zusammen- 
hange, gestatten sie doch eine Einsicht ın die Methode, welcher sich Jacobi bei der 
Bearbeitung des erwähnten Themas bedient; sie sind bis vor einiger Zeit getrennt 
in verschiedenen Händen gewesen, und es hat darum ihre Her: ausgabe einen so langen 
Aufschub erlitten. Diesem Umstande ist es vorzüglich zuzuschreiben, dass die Jacobi- 
sche Ausdehnung der Focalerzeugung der Kegelschnitte auf die Flächen des zweiten 
Grades, obgleich die einfachste, anschaulichste und vollständigste von allen Erzeugungs- 
weisen dieser Flächen, noch keineswegs diejenige Anerkennung gefunden hat, welche 
sie in so hohem Maasse verdient, und dass man immer noch das Ir orysche T'heorem 
über dıe confocalen Kegelschnitte und Flächen zweiten Grades, von welchem Jacobi 
bei der Entwicklung seiner Sätze ausgeht, als „für die Geometrie noch nicht genug 
ausgebeutet“ bezeichnen muss. 

In dem ersten Bruchstücke, welches von Jacobi selbst dıe Ueberschrift „Geome- 
trische Theoreme“ erhalten hat, findet sich nach einer kurzen Einleitung, in welcher 
Jacobi eine genauere Discussion der erzeugten Curven und Flächen zu liefern verspricht, 
eine kurze analytische Darstellung seiner Methode, die Focaleigenschaften der Kegel- 
schnitte aus dem Jvoryschen Theorem herzuleiten. Das zweite, umfangreichere Bruch- 
stück enthält die Lösung einer Aufgabe über confocale Kegelschnitte, welche für 
die spätere Discussion der entstehenden Flächen eine nothwendige Voraussetzung 
bildet, und an diese sich anschliessend diese Discussion selbst und eine Veı rallgemei. 
nerung der Entstehungsweise der Flächen. 

Diese letzten Untersuchungen e erscheinen ebenfalls nur in einem ziemlich losen 
Zusammenhange mit einander; jedoch ist absichtlich der Wortlaut des Manuscriptes 
so treu als möglich beibehalten worden. Zur E rleichterung des Verständnisses hat sich 
der Herausgeber veranlasst gesehen, jedes der beiden Bruchstücke, aus welchen sich diese 
nachgelassene Jacobische Arbeit zusammensetzt, durch eine Vorbemerkung einzuleiten. 
Noch ist zu erwähnen, dass der grössere Theil des zweiten Bruchstücks bereits von 
dem im Frühjahr 1861 verstorbenen Dr. Sigismund Cohn geordnet und für den Druck 


vorbereitet worden ist. 


Firstes Bruchstück. 


Wenn man über einer festen Basis Dreiecke errichtet. deren beide 
Schenkel eine constante Summe oder eine constante Differenz haben, so ist 
der Ort der Spitze dieser Dreiecke ein Kegelschnitt. Man kann diesen Satz 


auch so aussprechen: 
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Wenn man über zwei festen Basen AB und CD mit denselben Schenkel- 
paaren AP=CQ, BP=DO Dreiecke errichtet, und die einen Dreiecke CD 
verschwinden, so ist der Ort der Spitzen P der anderen Dreiecke ABP ein 
Kegelschnitt. 

Denn wenn ein Dreieck verschwindet, so fällt die Spitze in die Grund- 
linie, und es wird die Summe oder die Differenz der Schenkel gleich der Grund- 
linie selber, also constant. Während bei der gewöhnlichen Art, den ange- 
führten Elementarsatz auszudrücken, sich nicht absehen liess, wie er auf Flächen 
zweiter Ordnung ausgedehnt werden kann, so bietet diese neue Art, ihn aus- 
zusprechen, den Vorlheil dar, die verlangte Verallgemeinerung unmittelbar und 
auf die natürlichste Weise zu geben. Man hat nämlich den ganz analogen 
Satz für den Raum: 

Wenn man über zwei festen Dreiecken ABC und DEF als Basen mit 
denselben Schenken AP=DO, BP=EQ, CP=FV Pyramiden errichtet, und 
die über der einen basis DEF errichteten Pyramiden DEF® verschwinden, so 
ist der Ort der Spitze P der über der anderen Basis errichteten Pyramiden 
ABCP eine Fläche zweiter Ordnung. 

Wenn die Pyramide DEFOQ verschwindet, so fällt die Spitze Q in die 
Ebene der Basis DEF. Man hat aber auch die allgemeineren Sätze, dass der 
Ort der Spitze P eine Curve oder Fläche zweiter Ordnung ist, wenn (Q in 
einer beliebig gegebenen geraden Linie oder Ebene liegt. 

Ich habe diese Sätze zuerst im 12tn Bande des Crelleschen Journals 
(J. 1834) in einem Briefe an Steiner mitgetheilt. Da sie eine Lücke in der 
Theorie der Flächen zweiter Ordnung auszufüllen scheinen, so will ich sie 
hier näher erörtern. Ich werde zuerst zeigen, wie sie eine unmittelbare Folge 
des für die Geometrie noch nicht genug ausgebeuteten Theorems /vorys sind, 
dass die Verbindungslinie beliebiger zwei in confocalen Ellipsen oder Ellipsoiden 
liegender Punkte gleich der Verbindungslinie der beiden ihnen in denselben 
Ellipsen oder Ellipsoiden conjugirten Punkte ist. 

Hierauf werde ich in eine genauere Discussion der erzeugten Curven 


oder Flächen eingehen. Ich beginne mit den Kegelschnitten. 





Es sei die Gleichung einer gegebenen Ellipse, auf ihre Hauptachsen 


bezogen, 


ze, yy 


mm Zi nn 
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und die Gleichung einer ihr confocalen Ellipse 


A ER - ME 


mm-+o  nn-to r 


wo n<-m sein mag. Zwei Punkte dieser Ellipsen, P und Q, deren Coordinaten 


z=ma, y=np 
und 
z=ymm+o.0, y=ynn-+o.ß 
sind, wo 
oa+ßpPp = 1, 


heissen einander conjugirt. Hat man zwei andere conjugirte Punkte P’ und 
0’, deren Coordinaten 


b) 


' ar 
z=mo, y=nPp 





und 
u) De ! ie a es a)j 
z=ymm-+o0.0, y=ynmn-+o.P 
sind, wo wieder 
ed+PP =1, 
so wird 
PO" = (ma— ymm-+o.0)+(nP— yYan+o.p')', 
9) REF \2 4 Fu pn A DI\? 
PO’ = (Ymm-+o.a— ma’) -+(Ynn--o.P —nP') 


und daher 
PO"—- PO’ = o (da +P'P'—ao— IP) = 0 
oder 
PO’ = P'O, 

welches der /vorysche Satz für Ellipsen ist. Setzt man gleichzeitig »y—I 
und Ay—1 für » und ?, so erhält man denselben Satz für confocale Hyperbeln. 

Lässt man o bis zu dem Werthe —rz abnehmen, und »r-+o und y 
gleichzeitig verschwinden, so hat man für die Punkte der zweiten Ellipse 

z—=ymm—nn.o, y=V%. 

Dieselbe redueirt sich daher, da « immer zwischen —1 und -H1 liegt, auf das 
zwischen den beiden Brennpunkten gelegene Stück der grossen Achse, welches 
ich die G@renzellipse nennen werde. Es seien 0, F, F’ der Mittelpunkt und die 
Brennpunkte der gegebenen Ellipse, A und A’ die Endpunkte ihrer grossen, B 
und B’ die Endpunkte ihrer kleinen Achse. Setzt man @=0, = +1, so erhält 
man als die conjugirten Punkte den Punkt O der Grenzellipse und die Punkte 


B oder B’ der gegebenen Ellipse. Setzt man dagegen «= +1, P=0, so 


















182 C. G. J. Jacobi, geometrische Theoreme. 





sieht man, dass den Punkten F und F’ der Grenzellipse die Punkte A und 
A’ der gegebenen conjugirt sind. Sind daher allgemein P und O zwei be- 
liebige conjugirte Punkte der gegebenen Ellipse und der Grenzellipse, so hat 


Fig.1. r 
m man nach dem /voryschen Theorem 
B 
——__ pP 7 R ’ 
ae PF=0A, PF'=0A, PO=0B=0B 
| \ * 
1x bi und daher 
PT AREESRUOREF DER: AESES. TREE | PFıPF' — AA 
- 7: 4 = AA, 
F 0 QH | 
| J d.h. 
| ER die Summe der von den beiden Brennpunkten 
ki —— a . Y . y B. | : 4 
B’ einer Ellipse F und F' nach einem ihrer 


Punkte P gezogenen Radii vectores ist immer der grossen Achse AA’ gleich, 
und wenn man auf dieser die den beiden Radü vectores gleichen Stücke 
AQ=FP, QA'= PF abträgt, so wird die Entfernung des Punktes O von 
den Endpunkten der kleinen Achse gleich der Entfernung des Punktes P com 
Mittelpunkt der Ellipse. 
Wenn durch die Gleichung 
zz _W_4 
mm nn 

eine Hyperbel gegeben ist, deren Mittelpunkt, Brennpunkte und Endpunkte der 
grossen (d.h. reellen) Achse wieder 0, Fund F’, und A und A’ heissen mögen, 
so sind die ihr confocalen Hyperbeln in der Gleichung 

x yy 


1 


mm--0  nn—O 


enthalten. Zwei conjugirte Punkte P und Q der gegebenen und einer ihr con- 
[ocalen Hyperbel haben zu Coordinaten 





zum, yanß, 


= ymm+o.0, y=ym—o.P, 
wo 
oa— 59 = 1. 
Eine Grenze der confocalen Hyperbeln entspricht dem Werthe o=nn. Lässt 
man y und »2n—o gleichzeitig verschwinden, so wird für die Punkte dieser 
Grenzhyperbel 
z= ymm+nn.o, y=V. 

Es redueirt sich daher diese Hyperbel, da «>1, auf die über F und F 


hinaus nach beiden Seiten ins Unendliche gehende Verlängerung der Linie FF. 
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Setzt man «= +1, so sieht man, dass den Punkten F und F’ der 
Grenzhyperbel die Scheitel A und A’ der gegebenen Hyperbel conjugirt werden. 
Wenn der Punkt Q, von F oder F’ an, die unendliche Verlängerung von FF’ 
über F oder F’ hinaus durchläuft, bewegt sich P auf der einen Hälfte des 
einen Zweiges der Hyperbel, und in jedem Augenblicke hat man 

PF=PA, PF=OA, 
also 
PF—-PF=0A—-0A= AA, 
welches der bekannte Satz für die Hyperbel ist. 

Man erhält für die confocalen Hyperbeln eine zweite Grenze, welche 

dem Werthe o=—mm entspricht. Lässt man nämlich z und mm -+o gleich- 


zeitig verschwinden, so wird für die Punkte dieser Grenzhyperbel 


z=0, y=ymm+nn.Pß, 
und da 5 keiner Begrenzung unterworfen ist, so redueirt sie sich auf die 
ganze Länge der kleinen (d.h. imaginären) Achse. Setzt man A=0, so siehl 
man, dass dem Punkte O0 dieser Grenzhyperbel die Scheitel (Endpunkte der 
grossen Achse) der gegebenen Hyperbel entsprechen *). 

Hat man daher auf der gegebenen Hyvperbel ” 2 
den Punkt P und auf der kleinen Achse den con- | AN 
jugirten Punkt Q der zweiten Grenzhyperbel, so \ I \,,Z' 
wird AQ=0OP, wodurch man leicht 0 findet, \ X) p 
wenn P gegeben ist und umgekehrt. Man wird ——— “ 
deshalb aus dem /voryschen Theorem folgenden / 





Satz ableiten können: / 
Wenn man aus dem Mittelpunkte O und # 
dem Scheitel A einer Hyperbel respective nach 
der Hyperbel und der kleinen Achse die gleichen Linien 
0OP=AQ, OP' = AQ' 
zieht, so hat man auch PO'= PO. 
Das /corysche Theorem führt aber mit derselben Leichtigkeit auf einen 


allgemeineren Satz, welcher eine Eigenschaft der beiden Linien angiebt, die 


*), Man könnte auch so die beiden Achsen und mithin jede zwei zu einander 
rechtwinkligen Linien auf einander beziehen und immer zwei Punkte auf ihnen ala 
conjugirte betrachten, wenn die Quadrate ihrer Abstände vom Schnittpunkte eine 
constante Differenz haben. J. 
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man aus den Punkten eines Kegelschnitts, z. B. der Ellipse Fig. 3, nach zwei be- 

Fig. 3. liebigen festen Punkten der grossen 
Achse zieht. Es seien nämlich fund 
f' zwei beliebige feste Punkte der 
Linie FF’, die Punkte g und g’ ihnen 











IE | vi re . . 
7 ' IN auf der Ellipse conjugirt, so hat man 
Bu a 9ER u für jeden Punkt Q der Linie und den 
Ar SH KO Q 


\ 


ihm conjugirten P der Ellipse 
Pf=09, Pf=0g 


Satz 1. 
Die beiden Linien, die man von zwei auf der grossen Achse zwischen 


und daher folgenden Satz: 


den brennpunkten beliebig liegenden festen Punkten nach den verschiedenen 
Punkten einer Ellipse zieht, können zu Schenkeln eines über einer anderen festen 
Basis beschriebenen Dreiecks genommen werden, dessen Spitze eine gerade 
Linie durchläuft. 

Man kann diesen Satz auch so darstellen, wie ich ihn am angeführten 
Orte (Cr. J. Bd. XII) ausgesprochen habe: 

Satz II. 

Wenn man über zwei festen Basen gg und ff mit denselben Schenkeln 
QOg9=Pf, Qg=Pf' Dreiecke beschreibt, und die Spitze Q der einen Dreiecke 
eine beliebig gegebene gerade Linie durchläuft, so beschreibt die Spitze P der 
anderen Dreiecke einen Kegelschnitt. 

Wenn die gegebene gerade Linie die Basis gg’ selber ist, so werden 
f, f die Brennpunkte des Kegelschnitts. Aber man hat auch den allgemeineren 
Satz, dass, wenn die gerade Linie durch den einen Endpunkt g der Basis geht, 
der entsprechende Endpunkt f der anderen Basis der eine brennpunkt des Kegel- 
schnitts wird. Denn, wenn der Punkt g des Kegelschnitts in die gerade 
Linie ff’, die grosse Achse, zu liegen kommt, so fällt g mit dem Endpunk! 
der grossen Achse A zusammen und der conjugirte Punkt f mit dem Brenn- 
punkt F. 

Ich will jetzt den nach Satz II. erzeugten Kegelschnitt näher bestimmen. 
wobei ich der besseren Unterscheidung wegen die Linien gg’ und ff’ die 
erste und zweite Basis nennen werde. Es sei in der ursprünglichen Figur >. 


welche dem Satz I. zu Grunde liegt, 








Of = ymm—ınn.t, 


! 4 
Of = ymm—nn.ıa, 
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so wird die zweite Basis 
ff = Ymm—nn(a— a). 

Die den Punkten f und f" conjugirten Punkte des Kegelschnitts y und y' haben 
die Coordinaten 

’ FR ER. 

mo, mb und ma, m), 
wo 

00+BP = ad + PP —=1. 
Sind » und 4’ die Fusspunkte der von g und g’ auf die gerade Linie gefällten 
Perpendikel, so sind Oh= ma, Oh’ — me' gegeben, und wenn H die Mitte 
von h und A’ ist, 

20H =m(a+«), 

ferner die Projection der ersten Basis auf diese Linie 


hh’ = m(a—«') 


J 


und daher 





Ymm—nn ff n Yhh"— ff" 


m IM? m hh' 








Ueberdies hat man 
gh =Mm ,, yh — n/7 


und daher 


hh’’ (g'h”—gh’) an Br A A ’ In ’ 
_—— — -m(h —P)=m(a—a')=m(oa+a). hh . 
Rn ff" a ) = m(a+«').hh', 


woraus 
’ 4 ‚, Ah (g’h’"—gh’) 
20H = Oh+0Oh — gen 
Diese Gleichung bestimmt die Lage des Mittelpunkts O0 des Kegel- 
schnitts. Hat man O0 gefunden, so zeigen die Gleichungen 


u u 
Of = m oh Of => hr Oh P 


wo man die Punkte f und f’ in der gegebenen geraden Linie anzunehmen 
hat, damit die ursprüngliche, dem Satz I. zu Grunde liegende Figur 3 erzeugt 
wird. in welcher der erzeugte Kegelschnitt die gegebene gerade Linie zur 
grossen Achse hat und durch die festen Punkte g und g’ geht, die den Punkten 
[ und f’ conjugirt werden. 

Man kann den für OH gefundenen Ausdruck etwas einfacher darstellen, 
wenn man den Schneidungspunkt % der nöthigenfalls verlängerten ersten Basis 


99 mit der gegebenen geraden Linie zu Hilfe nimmt. Man hat nämlich 
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und daher 
kh’-+-kh:hh'" = g’h-+gh:g'h’—gh. 
Da 
kW+kh = 2kH, 
so folgt hieraus 


_ gm. W—gh” _ 7, gg”—hh” 
OH —= kH. ge hi Be 


o= ul. 
KO = KH 


Man findet ferner nach einiger Rechnung, wenn @ der Mittelpunkt der ersten 


Basis gg’ gegeben ist, das Quadrat der halben kleinen Achse 


N a (gg’— FI) Cah’— f fr) 
hh?’— ff" 





oder 
= (GR ®). 
Aus den gefundenen Formeln leitet man folgende Resultate ab: 
I. Wenn die zweite Basis /f’ sich auf einen Punkt redueirt, so wird 
der Kegelschnitt ein um diesen Punkt als Centrum beschriebener Kreis. Die 
Bedingung, dass der Kegelschnitt eine Ellipse sei, ist 


m <a. 

Der Mittelpunkt der Ellipse O0 liegt auf der Verlängerung von kH 
über 4 hinaus, und zwar liegen, wenn, wie in Figur 3., g’W —>gh ist, h und 
h' auf derselben Seite oder auf verschiedenen Seiten von O, jenachdem 

yh”— gh’ > oder <hh"— ff” 
d.h. jenachdem 
gh”-+ff" > oder < gh”. 


Il. Wenn /f’= hh’ oder die zweite Basis gleich der Projection der 
ersten Basis auf die gegebene gerade Linie, so wird der Kegelschnitt eine 
Parabel. 

III. Ist ff > hh', so wird der Kegelschnitt eine Hyperbel. Aus den 
Gleichungen 
2 _ ("ff )Cah’— ff”) 

m hu’ If? 


2 hl Cgg’— ff) CGR’— HF”) 
” AFP)? 


n 





m 
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folgt, dass »° negativ, m’ posiliv, oder dass die gegebene Linie die grosse 
Achse der Hyperbel ist, wenn /f’ gleichzeitig kleiner oder grösser ist als 
die beiden Linien gg’ und 2@Gh; ferner dass »’ positiv, m’ negativ, oder 
dass die gegebene Linie die kleine Achse der Hyperbel ist, wenn ff’ zwischen 
yg und 2Gh enthalten ist. Es ist übrigens 

997 = er (gh—gh)', 

AGh" = hh’-+-(gh’+gh)’ 
und daher gg < oder >RGh, ER die Punkte g und g’ auf derselben 
oder auf verschiedenen Seiten der gegebenen Linie liegen. 





(Vorbemerkung zum zweiten Bruchstück von Herrn 0. Hermes.) 


Zur Vermittelung der Schlussfolgerungen, welche Jacobi an die in dem Folgen- 
den entwickelte Aufgabe anknüpft, ist Einzelnes vorweg in Betracht zu ziehen. 
Die Gleichung einer auf ıhre Hauptachsen bezogenen Fläche 


A ra 
” ME p® 


stellt ein Ellipsoid, ein einfli er Hyperboloid oder ein zweiflächiges Hyperboloid 
dar, jenachdem die Grössen m’, n’, p’ sämmtlich positiv, oder zwei derselben positiv 
und die dritte negativ, oder nur eine einzige positiv und die beiden übrigen negativ 
sind: ferner werden durch die Gleichung 


2 2 2 
2 7 z 


(2.) > fe 4 a 9” .. een ke l 


w—. Ra , IE »’— 4 


bekanntlich für verschiedene positive oder negative Werthe von 4° die sämmtlichen 
llächen eines der Fläche (1.) confocalen Systems dargestellt, und zwar für die be- 
sonderen Annahmen #’—=m’, —=n” oder =p? die einzelnen Grenzfälle, welche durch 
die (reellen oder imaginären) Focaleurven bestimmt sind. 

Wegen der Bedeutung, welche gerade diese Grenzfälle für unsere Aufgal )e haben, 
möge ein Beispiel durchgeführt werden. Nimmt man die Grössen m’, n „pP als positiv 
an und zwar m>n>p, so stellt die Gleichung (2.) für den W BER 4 —=p’, wenn 


2 
. 


- 


gleichzeitig 3 = 0 ist, weil das Glied —— LE alsdann den unbestimmten Werth % an- 


w 


nimmt und als positiv oder negativ betrachtet werden kann, verschiedene Räume der 
zy-Ebene dar. Jenachdem man nämlich, unter Zugrundelegung stetig wachsender 
Werthe von 4°, den besonderen Werth p’ dieser Grösse als die Reihe der confocalen 
Iillipsoide, welche den Werthen von 2°. <_p” entsprechen, beschliessend, oder die Reihe 
der confocalen einflächigen Hyperboloide, welche den Werthen 4?>p* und <n* zu- 
xehören, beginnend ansieht, entsprechen der Gleichung (2.) entweder die Mukiclichen 
Punkte der zy-Ebene innerhalb oder ausserh: ılb der Focalellipse 


ac” 


m’—p | w®—p’ 





; —=— 


so dass man im Anschluss an die Jacobische Einführung der Namen Grenzellipse 
oder Grenzhyperbel in der Ebene, den durch die Gleichung (2.) für den Fall 4’ — =p* und 


‘) 4 ’e 
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3=0 ausgedrückten Theil der zy-Ebene Grenzellipsoid oder Grenzhyperboloid nennen 


. . . .. . r . . 
kann, jenachdem man dem Gliede = gr ein positives oder negatives Zeichen beilegt. 


Ebenso werden durch die Gleichung (2.) für die Annahme =’, y=V0 die 
sämmtlichen Punkte der x3-Ebene dargestellt, und zwar wenn man dem Gliede 








—;"— — = 8 positive Werthe beilegt, vermöge der Ungleichheit 
A—n 
a” 2 
er N 
m’—n n’—p 
die sämmtlichen Punkte innerhalb der Focalhyperbel, und wenn das unbestimmte 
Glied -r—r —= 9 ein negatıves Zeichen erhält, vermöge der Ungleichheit 
 — n 
a” %” 
a ar er 1 u 1 
m’—n’ n’— p’ 


alle Punkte der &3-Ebene, welche vom Mittelpunkte aus gerechnet jenseits der Focal- 

hyperbel liegen. Die Annahme endlich 4° = m’, x = 0 ergiebt die sämmtlichen Punkte 

der ys-Ebene, und zwar wenn man das alsdann unbestimmte Glied ——— als 
, ; A’— m’ 


positiv annimmt, vermöge der Ungleichheit 
y°’ 2? e 
++ >I1 
Ä m’—n’ ' m’—p 
alle Punkte dieser Ebene, während die negativen Werthe des unbestimmten Gliedes 


x ) h 
——— keine geometrische Bedeutung mehr zulassen. 
m 





Wendet man nun das /vorysche T’heorem, ‚dass die Verbindungslinie beliebiger 
zwei auf confocalen Flächen zweiten Grades liegender Punkte gleich der Verbindungs- 
linie der beiden ihnen in denselben Flächen conjugirten Punkte ist“, auf die Fläche 
(1.) und einen der Grenzfälle der Fläche (2.) an und zwar in der Weise, dass man 
auf der letzteren, z. B. im Innern der Focalellipse, drei beliebige Punkte A’, B', C' 
annimmt, welchen auf der Fläche (1.) als conjugirt die Punkte A, B, C zugehören, 
die ersteren als Eckpunkte der Basis einer dreiseitigen Pyramide A’B’C'P, die letzteren 
als Eckpunkte der Basis einer zweiten dreiseitigen Pyramide ABCQ *), deren Spitzen 
P und Q ebenfalls conjugirte Punkte, bezüglich auf den Flächen (1.) und (2.), sind: 
wenn Jetzt die Spitze Q die Grenzfläche (2.), d.h. die Ebene der Focalellipse, durch- 
läuft, so beschreibt die Spitze P der ersten Pyramide die Fläche (1.). Von dieser 
Betrachtung ausgehend giebt Jacobi (Ur. J. Bd. XII, pag. 139) seine allgemeine Er- 
zeugungsart der Flächen des zweiten (Grades, wie folgt: 

„Werden im Raume irgend drei feste Punkte A’, B’, C' und irgend drei andere, 
;enen bezieblich entsprechende, feste Punkte A, B, C angenommen und werden in 
Rücksicht auf diese Fundamentalpunkte andere entsprechende Punkte P, Q so be- 
stimmt, dass ihre Abstände von jenen respective gleich sind, d. h, dass 

PA'=0A, PB =0B, PC'=0(C, 
so hat man ein Correlativsystem, worin der Punkt P irgend eine Fläche zweiten Grades 
beschreibt, wenn der Punkt Q sich in einer Ebene bewegt.“ 

Auf diesen allgemeinen Satz beziehen sich die am Schlusse des zweiten Bruch- 
stücks befindlichen Entwicklungen Jacobis. 

Wenn im Besonderen die Eckpunkte der ersten Basis A’, B’', ©’ auf dem Um- 
fange eines Focalkegelschnitts, z. B. der Focalellipse, liegen, so sind die Eckpunkte 





*, Es ist hier die Bezeichnung eingeführt, welche Jacobi in dem zweiten Bruchstück festhält. 
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4.B,C der zweiten Basis die conjugirten Punkte auf dem zy- Schnitt des Ellipsoids (1.), 
wenn wir auch hier die Annahme m>nr>p festhalten. In der eben angege- 
henen Erzeugungsweise tritt alsdann nur die Aenderung ein, dass die Ebene, w elche 
der Punkt Q durchläuft, mit der Ebene der Basis ABC zusammenfällt, d. h. dass das 
Volumen der dreiseitigen Pyramide ABCO für alle Lagen des Punktes 0 verschwindet. 
Die Eckpunkte A, B, C und A’, B', C' sind nunmehr zugleich conjugirte Punkte con- 
focaler Kegelschnitte, beispielsweise der beiden Ellipsen 


> 
. . 








x Y 
mer z —=— 
m’ I n” ’ , 
x” y 
-—— - + — — =1, z—(, 
m’—p’ n’—p’ 


und es stimmen die Hauptachsen eines dieser Kegelschnitte der Länge und Lage 
nach überein mit den Hauptachsen eines Hauptschnitts der durch den Punkt P be- 
schriebenen Fläche (1.), während durch die Differenz der Quadrate der entsprechen- 
den Halbachsen der beiden Kegelschnitte zugleich das Quadrat der zu dem ent- 
sprechenden Hauptschnitte senkrechten Halbachse der Fläche (1.) bestimmt wird. 

Es kommt demnach die Aufgabe, die Art der von der Spitze P erzeugten Fläche 
zu bestimmen, wenn die beiden Basen ABC und A'b'C' gegeben sind, und der dem 
Punkte P conjugirte Punkt, d.h. für welchen nach dem w oryschen Theorem 


PR =0A. FH = BR PO, 
die Ebene des Dreiecks ABC durchläuft, hinaus auf die Lösung der Aufgabe, mit 
welcher das folgende Bruchstück beginnt. 


Zweites Bruchstück. 


Um zwei beliebige Dreiecke ABC und A'b’C' Kegelschnitte zu be- 
schreiben, welche gleiche E.xcentricität haben, und in welchen A und A’, B 
und BD’, C und C' conjugirte Punkte sind. 

Wenn in zwei ebenen Figuren sich je zwei Punkte so entsprechen. 
dass ihre Abseissen sich wie m:m’ und ihre Ordinaten wie »:x' verhalten. 
so verhält sich der Inhalt eines zwischen drei Punkten der einen Figur be- 
schriebenen Dreieckes zum Inhalt des zwischen den entsprechenden Punkten 
der andern Figur beschriebenen Dreieckes wie mn:m'n'. Sind daher die auf 
die Hauptachsen bezogenen Gleichungen der beiden gesuchten Kegelschnitte 


D) 





En, Zul, 
nm nn i In m nn 
hat man: 
ABC:A'B'C' — mn:m'n'. 


‘ Mr ' . . 
Aus demselben Grunde hat man, wenn man O0 und © die Mittelpunkte der 
beiden Kegelschnitte nennt, 


0'b'C' OCc'A OAB mu 


OBC 0CaA —OAB mn? 
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und daher 


OBC:O0CA:OAB = O'’B'C':0'C’A':0’AB. 


Der Punkt O wird der Schwerpunkt der Punkte A, B, C, wenn man 
an diesen den Dreiecken OBC, OCA, OAB proportionale Gewichte anbringt, 
Ebenso wird O0’ der Schwerpunkt der Punkte A’, B’, C’, wenn man an ihnen 
den Dreiecken O’'b’C’, 0'C’A', 0'A'B’ proportionale Gewichte anbringt. Die 
Gewichte, welche man an A, B, C anzubringen hat, um den Punkt O0 zum 
Schwerpunkt zu erhalten, können daher den Gewichten gleich gesetzt werden, 
welche man an A', B', C' anzubringen hat, um den Punkt 0' zu ihrem Schwer- 
punkt zu erhalten. 

Die an A, B, C angebrachten Gewichte mögen «, P, y heissen, und 
ihre Summe «, so. wird die Entfernung eines beliebigen Punktes P vom Schwer- 
punkt 0 durch die bekannte Formel: 


IN? —_ 42 1ı R PR? L. Pr?_ 2} Wan. A? np AR? 
u.PO" = «.PA+P.PB-+y.PC ei IPy.BC’+ya.CA’+0oß. AB 
gegeben. 
Ebenso wird die Entfernung eines Punktes P’ von O’ durch die Formel: 
! 2) , Pa; / 2) sı N 1 , 7 ‚2; ! ) 
u.PO’ = a.PA+P.PB"+y.PC”— en IPy.BC"+ya.C’A”’+ op. AB" 


gegeben. Sind P und P’ zwei conjugirte Punkte, und ist 


2 et VER 
p=m—m=n—n", 
so hat man auch 


» = PO'—-P'O", 
und daher, wenn man die angegebenen Werthe von u PO’ und u«P'O” sub- 
stituirt und der Kürze halber 
BC’—-B'C”"=u, (CA-CA”’=er, AB-AB"”=w 


selzt, 
| m 1 
2 > A? >’ A'?\ ı PR? II Mr\ ı „Pr? PITALER (9, n ie 
up = a(PA’—P A”)-+PPbB’—-PbBb’)+y(PC-—PC as Py.utya.o+aß.w,. 


J 


B,cC 


lässt man P nach und nach mit A, DB, C und gleichzeitig P’ mit A', 


zusammenfallen, so giebt diese Formel die Gleichungen: 
! 1 .) 


L mr | war a» —_ M] \ — +) ED Ar® — As 20 BO m / En (I) 
up TZ\Py-uryaoTrap.w)= Ppwrye = Yu ow = 00 + [M. 


Aus diesen Gleichungen folgt, dass die Gewichle «, 5, y den Grössen 
ue-+w—u), e(w+u—r), w(a+e—w) proportional sind. Selzi man sie diesen 


Grössen gleich, so folgen aus den Werthen 


)=P, wlure-v) =y 


ue+w—-u)=o, vlw+u—v 
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die Gleichungen, 


u = 2(vw+wu+u) —- W"—v’— uw, 
21 1 f Da, I_ a, Y 2 y .) .‘\ En 2 EN 
up 3 = Uvw; 


ferner 
By.u+ya.v+0oß.w= ww[uW+0+w—(v—-w) — (w—u)— (u—-o)‘] = uvwu 


und hieraus 


Wir haben daher den Satz: 

Wenn zwei den beliebig gegebenen Dreiecken ABC und A'B'C' um- 
schriebene Kegelschnitte gleiche Excentrieität haben, und in ihnen A und A', 
B und BD’, C und C' conjugirte Punkte sind, so erhält man ihre Mittelpunkte 
0 und O0' als die Schwerpunkte von A, B, C und von A’, B', C', wenn man 
in diesen drei Punkten respective die Gewichte 

ulc+w—u), e(w+u—v), w (urr—w) 
anbringt, wo 
u—= BC’—-B'C", vo=(A’—-C’A”, w= AB’—A'D” 
ist, und es wird die Differenz der Quadrate der halben grossen oder der halben 


kleinen Achsen der Kegelschnitte: 


2 (cw+wu-+ur) —u’- -0’— wo? 
Nimmt man in jedem der beiden Kegelschnitte die beiden Hauptachsen 
zu Goordinatenachsen und setzt die Coordinaten von B und © 
mcosn, »sinn und mcosF, nsin‘Y, 
so werden die Coordinaten von P’ und €Ü' 
' ! . ' ( ’ . Ä 
m cosn, nsinn und mcoss, » sin’; 


> 


hieraus folgt, da m’— m" = n’—n" — p', 
u—= BE’—B’C" = p? ((cosn — cos9)’+ (sinn — sin #)‘) 
2 2. oN—% 
FE * inc 9.\ — £ —— -. 
— 2p° (1— cos(n—9)) = 4p’ sin 5 


Ar ® Y 1 
N\ennt man / den Inhalt des gegebenen Dreieckes AbC, so wird der Inhalt 


. v . ad . . . 
des Dreieckes OBC gleich —- Andrerseits wird der Inhalt desselben Dreiecks 
[A 


+ I mmnsin (n—J3) 
und daher 


My Zu BI un 1 2. 2 PR SE « \ . 
: we (8 sın U N - 
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dividirt man diese Gleichung durch 











u nd 
er“ sin" 5: 
so erhält man: 
4p’ de’ „N-% 
m’n’u’u = cos ei 
und daher 
4p’ I’ a’ 1 
m’nuu a 


Quadrirt man den Werth von «=u(e+w-—u) und vergleicht den für u ge- 
fundenen Werth, so ergiebt sich 


u 
oe = u (devw— u) = du’cw (A-gr 


u 


4p‘ 





Die vorstehende Gleichung verwandelt sich daher nach Division durch 1— 


in die folgende: 


16p N urw _ 164° w > 1). 


m’n’u’  m’n’u’ 








\ennt man 4’ den Inhalt des Dreieckes A’B’C’, so erhält man eine ganz 
analoge Gleichung. Aus den beiden so gefundenen Gleichungen 


2% 16u’e’w' 16p' „ 
mn = ; 2 =- —r 


u u 


P.n rn __16p! 
mn’ = hu En 2 
ii {4 


folgt, wenn man abzieht und durch p° dividirt: 








2 


Ibu’v’w’ 





16 p’ 
u 





m+-n—p = (1-4) 


und daher 





Bo > 16 7” > Br f uU 
m rn = (P-4 u; 4 
u 16 


Hieraus folgt die vierte Potenz der halben Excentrieität beider Kegelschnitte 
j 256p" 


z 72 >) 2,2 
(m’—n’) = ——-(I8—4”)’— (+47) 
u u 


32p* 





oder 





2 / 2% 2\ 2 ö R as a en rn 
er BEST (16(#°-+4")— u)’— 1024 2°.4° 


p' 
./r 1 ı\ı? u. \?2 \ 
(16(J+ I) — u) (16 d-4 ’— u). 
*) Die Herleitung dieser Gleichung wäre nur dann unstatthaft, wenn e=r=w=4p". 
Wenn u=r=w, wird aber u = 3u’, p=4u, es müsste also uv=vr=w=( sein, 
oder beide Dreiecke congruent werden, in welchem Falle die ganze Aufgabe un- 
statthaft ist. d. 
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Man erhält aber auch einen merkwürdigen Ausdruck, wenn man die 
vorstehende Grösse durch die unmittelbar gegebenen Seiten der Dreiecke 
ABC und A’'B’C' darstellt. Es sei 

DC =a, CA=b, AB == 6, 
Bean, CTA=U, AB=#, 


so wird 


16. = 2 (D’ e u Ce ad + a b*) —a* IL bt c*, 
16417 = 2b" ec" + ca" +ab")— a — Ben} 
220 i* (bb) (E—c")+(e’—c”) (a’—a”) + (a’—a”) (b’—b")| 
| ET IT- ee 


und daher 


16 (140°) = 2 ja" (+ a‘) + 6° +0) + "(+ )). 


Bemerkt man die Formeln 
(b’+c’—a’) = 4b’e—164°. 


(E+a°—-b’)(@+b’—c) = ad —b’—e+HRb’e = 16.1—2a’ (b’+c—a 
und die ähnlichen, so erhält man 
Jr a ee pP ne 5) 2 g"2 
256(1°4+4°— 4) — 1024.14 


16 (ae +b"e’a’+c"a’b’) 


— 16 db’ a? (b’+-c’—a’)+c"a"b’ (EC +a°—b’)+ ab" (a+b’—e), 
Setzt man der Kürze halber 
DE—- "N, CF =B, aAb"’-ba”=L, 


so kann man dem vorstehenden Ausdruck folgende elegante Form geben 


‚(0 m“ —n 
u* n)" 
wow 


— —16(BE+EA+ADB). 

Aus der ganzen Natur der Aufgabe geht hervor, dass die vorstehende 
Grösse positiv ist. Man sieht es aber nicht so leicht aus der Art, wie die- 
selbe zusammengesetzt ist, daher ich dies kurz beweisen will. 


b’ c” c” a’ a” b’ 


a u u 7 
Man selze rg pP = d, en m Zu d, 2 p® =G, 


so hat man d+d'+d" —=0, ferner 


A=bRetd, Bedaid, E=ab"l" 
Journal für Mathematik Bd. LXXII. Heft 2. 25 
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und daher: 
BE+EA+AB = abc” (add +b"d'd+ dd‘). 
Es ist daher zu beweisen, dass der in Klammern eingeschlossene Ausdruck 
immer negativ ist. Da d+d--d’=0, so müssen zwei der Grössen dasselbe 
Zeichen haben, während die dritte Grösse das entgegengesetzte Zeichen hat. 
Haben z.B. d’ und d” dasselbe Zeichen, so sieht man, dass die in Klammern 
eingeschlossene Grösse negativ wird, wenn man ihr die Form giebt: 
d’d' ("bc") —bYd"— cd? = — dd" ((b’+c)’— a”) — (b’d'— cd’), 

da immer von den drei Seiten des Dreiecks A’B’C’ die Summe von zweien 
b'-+c' grösser als die dritte a’, also (b’-+c')’—a’” positiv ist. 

Wenn m’—n"’—=m"—n"=0, so muss man Y\=9=& haben, oder: sollen 
die Kegelschnitte Kreise werden, so müssen die Dreiecke ABC und A'B'C' 
einander ähnlich sein. 

Aus den Gleichungen: 


5) D) { (Mm >,r? p) p) 2,09 D) B) D) 9 2 \} 
16 ( 2+ I” — FE) 20? b’+c-a)+b"(+a’—b’)+c"” (a +b’—c})! 
16 | \ \ ’) 


u 2 a’ (b’+ ec —a”)+b’(e +a"—b)+c(a”+b"—c”)) 
161° = a (b’+c’—a’) +b’(eC-+a’—b’) + ce’ (a +b’—e), 
1641” — a” (D"+c"-a")+b" (ec +a”—b")+ ca +b”—c” 


(m’+n’) ( 2 gr, 4 
ar 7 -_— 8 I—dM +45) 


folgt 


— u(b’+e—a’\+v/d+a’—b’)+w(a’+b?’—c”\ 
\ J \ J \ /9 


2. 1g 8 

u an = (1-1 ” 
= u(lb"+c"—a")+o(c”+a”—b")+w(a” +b?—ec”), 

Wenn « und x, ®, w positiv sind, müssen diese beiden Ausdrücke ebenfalls 

positiv werden, was von dem ersten zu beweisen hinreich. Wenn die drei 





Grössen b’+c’—a’, e+a’—b’, a’+b’—c’ positiv sind, erhellt dies von selbst. 
‘s kann aber eine der drei Grössen, z. B. b’+c’—a’, negaliv werden. In 
diesem Falle stelle man den Ausdruck so dar: 
u(b’+c—a?)+v(c’-+a’—b’)+w(a’+b’—e) 
— 2 (ve +wb’) — (—b’—c’) (u-v—w), 
wodurch man sieht, dass er positiv ist, wenn v<e+w. Ist u>v-+w, so 


a 


hat man doch „u—e—-w < 2yvw, denn damit 


u = (yuryo+yw)(Yo+yw—yu) (Yaw+yu-yo)(yu+yv—yw) 
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positiv sei, muss von den drei Grössen ya, ye, yw eine immer kleiner als 
die Summe der beiden andern sein. Ebenso hai man, wenn a’ >>b'+e', doch 
e—b’—c" <Rbe und daher (”—b’—e‘)(u-e—w) <Abeyerw. Da nun 
(ve +wb‘) >Abeyvw, so wird der vorgelegte Ausdruck immer positiv. Man 
leitet hieraus leicht die Folgerung ab, dass die Grössen m’ und x’ nie zu- 
gleich negativ werden können. 

Wenn « positiv ist, so müssen die Seiten des Dreiecks ABC alle 
srösser oder alle kleiner sein als die entsprechenden Seiten des Dreiecks 
AB'C'. Ferner müssen die Differenzen der (Quadrate der entsprechenden 
Seiten beider Dreiecke, oder die Grössen «, ®, w, so beschaffen sein, dass 
man yta, yte, ytw zu Seiten eines Dreiecks nehmen könne, welches 
ich A"b"C” nennen und dessen Inhalt ich mit 2" bezeichnen will. Man 
kann mit Hilfe dieses Dreiecks mehrere der angegebenen Formeln elegant 
construiren. Zuerst wird 

u = 1644, 
ferner, da p = Er so wird p gleich dem Radius des dem Dreieck A"B"t 
umschriebenen Kreises. Die Gewichte «, 5, y verhalten sich ferner, wie die 
Sinus der doppelten Winkel des Dreiecks A’B’C”, oder verhalten sich wie 


v 


1 


die Gewichte an den Ecken des Dreiecks A'"D’C", deren Schwerpunkt der 
Mittelpunkt des diesem umschriebenen Kreises ist. 
Man hat ferner 


p’ mn m’n’ 


Wr. rt 





I"*(m’—n?)’ gt \/ : ‚ Dawz 4! Tawz ’ AN 
= (4444+4")(4+4-4")(A-I +" )(A-8—4"), 


Diese letzte Formel lehrt, dass unter den Dreiecken 4, S', JS" eins grösser 





als die Summe der beiden andern sein muss. Die Combination beider Formeln 
führt auf die Gleichung: 

p*(m’—n’)” = (mn+m'n’-+pp) (mn-+m'n’—pp) (mn—m'n’+pp) (mn—m'n'—pp); 
welche durch die Substitution der Werthe m" = m°’—p’, n”" —n’—p” identisch wird. 

Aus den Gleichungen 

16’. u: MR 

5 u ER 5 
folgt, dass die beiden Kegelschnitte Ellipsen oder Hyperbeln sind, jenachdem 








mn’ — - 


u positiv oder negativ ist. Denn es tritt das eine oder das andere ein, 
25 * 
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jenachdem m’n” positiv oder negativ ist. Die vorstehenden Constructionen gelten 
daher für den Fall, dass die Kegelschnitte Ellipsen sind, und umgekehrt: es 
werden die Kegelschnitte Ellipsen, wenn das Hilfsdreieck A"B"C" reell wird. 

Ich will das im Vorstehenden für die Beschaffenheit der Kegelschnitte 
sefundene Kennzeichen noch auf eine andere Art beweisen, und zwar ver- 
mittelst eines schönen Satzes, welchen Steiner im XCIXt® Bande des in Bom 
erscheinenden Giornale Arcadico bekannt gemacht hat *). Wenn man nämlich 
um ein Dreieck ABC einen Kegelschnitt beschreibt, dessen Mittelpunkt ein 
segebener Punkt O0 ist, und das Dreieck MM’'M", dessen Ecken die Mitten 
der Seiten des Dreiecks AbC sind, construirt, so wird zufolge dieses Satzes 
der Kegelschnitt eine Ellipse, wenn O0 im Innern des Dreiecks MM'M” lieg! 
oder in einem der drei unendlichen Räume, die an einer der Ecken des Drei- 
ecks MM'M" von den Verlängerungen seiner zwei dort zusammenstossenden 
Seiten eingeschlossen werden; wenn dagegen der Mittelpunkt O in einem der 
drei unendlichen Räume liegt, welche von einer der Seiten des Dreiecks und 
den Verlängerungen der beiden andern umschlossen werden, so wird der Kegel- 
schnitt eine Hyperbel. Ist O als Schwerpunkt der drei Punkte A, B, C gegeben, 
wenn man in ihnen die Gewichte «, ?, y anbringt, und sind M, M’, M” die 
Mitten der Seiten 5C, CA, AB, so wird O0 auch der Schwerpunkt der Punkte 
M, M', M", wenn man in ihnen die Gewichte 


' ) 


a =P+4y—o, P=yto-f, Y=a+ß—y 





anbringt. Haben diese drei Gewichte «', 9’, y' dasselbe Zeichen, so fällt ihr 
Schwerpunkt O in das Innere des Dreiecks MM'M”. Haben zwei Gewichte, 
z.B. 2’ und y', dasselbe Zeichen, aber das dritte Gewicht «’ das entgegen- 
oeseizte, so fällt 0 entweder in den bei M oder in den über M’M” gebildeten 
unendlichen Raum, jenachdem «’+f'+7' dasselbe Zeichen wie «' oder wie 
P' und y’ hat. Man kann daher sagen, dass der Kegelschnitt eine Ellipse 
oder Hyperbel wird, jenachdem «'-+/’+7’ dasselbe oder das entgegengesetzte 
Zeichen wie «'5’y' hat, oder man hat den Satz: 

Wenn ein Kegelschnitt durch drei mit den Gewichten «, 5, y behaftete 
Punkte geht und ihren Schwerpunkt zum Mittelpunkt hat, so wird der Kegel- 
schnitt eine Ellipse oder Hyperbel, jenachdem die Grösse 

(e++P+7)(P+y—e) (y+e—P) (e+P—y) 

positiv oder negativ ist. 








*) Wieder abgedruckt im 30'en Bande dieses Journals p. 97. 
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Für die oben ($. 191) angegebenen Werthe von «e, 9, y wird 


' /) f I “ a f “ | a — Pr 
[04 uni P+Yy—0% - \uUTd U J \ ut TU | ; vo . 
! . i er er ya 
P = y+a-P = (o+Ww—-u) (v—-w-+u) = 

ou 

4 ! /) f N Bu . \ ah 
vr — NM —rV = ID -+-n—nr\lın —au-n) — —_ . 
y = a+ß-y = (wtu-0)(w—-uto)= — 


Da das Product dieser drei Grössen immer positiv ist, so hat das Product der 


vier Grössen in dem eben bewiesenen Salze dasselbe Zeichen wie 0+P+y =u, 
und es wird daher der Kegelschnilt eine Ellipse oder Hyperbel, jenachdem 
ıı positiv oder negativ ist. Man kann noch bemerken, dass der Punkt O nie 
in die Seiten des Dreiecks MM” oder in ihre Verlängerungen fallen kann, 
wenn er nicht einer der Punkte M, M', M" selber wird; denn es müsste in 
jenem Falle eins der Gewichte in den Punkten M, M’, M” zufolge der Be- 
schaffenheit der Werthe dieser Gewichle verschwinden, welches aber nicht 
möglich ist. ohne dass noch ein anderes Gewicht verschwindet, in welchem 
Falle der Schwerpunkt mit dem dritten Punkte zusammenfällt. Wird z. B. 


e+w—u=0, so verschwinden f', y', @: es wird ferner P=y=?2vw, u—4Avw, 


> 


/ 
vo =4iu m+n =u NE mn’: Er 
F u, wo 0,’ 4vw 


Die Kegelschnitte bleiben in diesem Falle bei unserer Aufgabe vollkommen 
bestimmt, obgleich im Allgemeinen die Aufgabe, einen Kegelschnitt mit ge- 
gebenem Mittelpunkt einem gegebenen Dreieck zu umschreiben, unbestimmt wird, 
wenn der gegebene Mittelpunkt in die Mitte einer der Seiten des Dreiecks 
fällt. Der hier betrachtete Fall tritt ein, wenn das Hilfsdreieck A"B"C" recht- 
winklig ist. 

Setzt man wieder, wie oben, die Coordinaten der Punkte B und © gleich 


mcosn, „sinn und mcos’, nsind, 


so wird die Tangente des Winkels, welchen BC mit der grossen Achse bildet, 








. (n+% , ’ ) 
sin —— + 0" 
n(sinn—snd) nm n ( u. * 
0sm—cos#) m +4 
m (cos —.cosÜ") a ws 490°) 


Der Punkt D, in welchem der mit BC parallele Durchmesser den Kegelschnitt 
trifft, hat daher die Coordinaten: 


m cos (4 = +90"), a sin (? Sr +90"), 








2 











198 C. G. J. Jacobi, geometrische Theoreme. 








und es wird 
n+% n+% BC’ a? 

















OD’ —= m’ sın 5 +-n’ cos 5 = er; — — = j 
sııl DM hr 1 5) 
‚ au u . ee | u u 
Substituirt man hierin den Werth für sin’ a und bildet die 


beiden andern ähnlichen Formeln, so findet man für die Quadrate der den 
Seiten BC, CA, Ab parallelen halben Durchmesser die Werthe: 


vına” wub” une? 





u 9 Li ı2 u 
Ebenso werden die Quadrate der den Seiten B’C’', C’A', A'B’ parallelen halben 
Durchmesser 





van a”? au b"? une" 
wu . 


u u u 





und die Differenz je zweier entsprechenden Grössen wird 


UTWw 
U 


i 


Die beiden Kegelschnitte sind im Allgemeinen schon durch drei ihrer 
Punkte A, B,C, A’, B', C’, und durch ihre Mittelpunkte O0 und 0’ vollkommen 
bestimmt. Legt man ihre Mittelpunkte und grossen Achsen in einander, so 





su p'. m 


erhält man diejenige Lage, in welcher ihre beiden Brennpunkte zusammen- 
fallen, auf welche sich unsere ursprüngliche Betrachtung bezog. In dieser 
Lage wird nach dem Jooryschen Theorem 

BC’=CB, CA=AC', AB=BA. 


Es ist also durch die angestellten Untersuchungen auch die Aufgabe gelöst: 
Zwei beliebige Dreiecke ABC und A’B’C’ in solche gegenseitige Lage 
zu bringen, dass BC'= Cb', CA'= AC', AB’ = BA' wird. 
Setzt man nämlich, wie oben, 


BC’—-BC"=u, CA—-CA”=e, AB-AB”=vw, 
und bringt in A, B, C und ebenso in A’, B’, C’ die Gewichte 
ulc+tw—u), vlwtua—), w{ute—w) 


an, deren Schwerpunkte O0 und 0’ seien, so sucht man die grossen Achsen 
der beiden Kegelschnitte, die den Dreiecken ABC, A'B’C’ umschrieben sind 
und respeclive O0 und O’ zu Mittelpunkten haben. Denkt man sich die Punkte 
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0 und O0’ und diese grossen Achsen in den Dreiecken fest und legt sie auf 
einander, so erhalten die Dreiecke die verlangte Lage. — 

Eine besondere Betrachtung macht der Fall nothwendig, wenn zwei cor- 
respondirende Seiten der beiden Basisdreiecke einander gleich sind. Denn 
die Analysis, durch welche oben die Gewichte «, 5, y und der Werth von 
p’ gefunden wurden, setzt voraus, dass keine der Grössen «, o, w verschwinde. 
Es sei z.B. BÜ= BC’, also «=0, so geben die gefundenen Formeln 

eu ea ee 

P=-v(v-»),, y=vl(v-o), u=—(t—w)". 
Die Verhältnisse von m’, n’, p’ bleiben endlich. Die Punkte O0 und 0’ 
kommen in die Linien BC und B’C’ selbst zu liegen. Lässt man D mit 
b', C mit C’ zusammenfallen, so fällt auch O in 0’. Man findet dann diesen 
Punkt durch eine leichte Construction, indem man auf AA’ in der Mitte von 
AA’ ein Perpendikel errichtet, dessen Durchschnitt mit der Linie B’C’ den 
Punkt O0 giebt. Die beiden Kegelschnitte verwandeln sich in die Systeme 
zweier geraden Linien, von denen die eine BC, die beiden anderen OA und 
0A’ sind. Die Oberfläche wird ein Kegel *), dessen Spitze 0’ und dessen 
Focallinien 0’A’ und B’C’ sind. Dreht man das System der Linien 0A, OB 
mit unverändertem Winkel um O0 nach 0A’ zu um den halben Winkel AOA', 
so erhält man die beiden Linien, in denen der Kegel von der Hauptebene 
ABC’ geschnitten wird, durch welche nebst den Brennlinien der Kegel 
bestimmt ist. 

Wenn gleichzeitig «=0, e=w, erhält man 

P+ty=a, p=4v. 

Eine der Grössen m’ und »°’ wird unendlich, während die andere end- 

lich bleib. Nimmt man an, dass m unendlich wird, so giebt die aus den 


oben allgemein gefundenen Werthen folgende Gleichung 
m’n’ p’4’ 
m”’+n— pP 2-4” 








für den besonderen Fall 
. vo? 
" Br ZB... SE SER. 
I—dAMd E—ä 





*) Es wird hierbei als bekannt vorausgesetzt, dass die Lage der Focallinien des 
Kegels, sowie derjenigen Linien, in welchen die erweiterte Ebene derselben den Kegel 
durchschneidet, eine derartige ist, dass sie dieselben Halbirungslinien haben, und dass 
jede zwei conjugirte Punkte auf diesen Linien von ihrem gemeinschaftlichen Schnitt- 
punkte gleichweit entfernt sind. H. 
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Lässt man wieder B und C in B’ und C’ fallen, so ist AA’ senkrecht auf 


B'C'; wiflt AA’ die Linie B’C’ in H'’, so hat man 
v = AH"—-AH", 
P AH" 


vw „Su 





und daher 
n"" = 4AH”. 

Die Fläche ist ein Cylinder *), dessen Kante durch den Punkt N’, die Mitte 
von AH’, geht und mit B’C’ parallel ist. Die Basis des Cylinders wird ein 
Kegelschnitt, dessen Gleichung 

4y' 4;’ 

amt AH”—A'H" 
wo die Achse der y senkrecht auf b’C’ steht und immer die grosse Achse 





1, 


der Basis des Cylinders wird, die eine Ellipse oder Hyperbel ist, jenachdem 
mehr oder weniger als A’ von der Linie B’C’ entfernt ist. Die Punkte 

N’ und A’, H’ werden der Mittelpunkt und die Brennpunkte dieser Basis. — 

Die Fläche wird ein Ellipsoid, wenn m’, n’, p’ posiliv werden, also 
wenn 4, a, v©, w positiv sind. Sie wird ein continwirliches Hyperboloid, 
wenn eine der Grössen m’, »', p’ negaliv wird, während die andern positiv 
bleiben; also 

a) wenn m’ und » positiv sind, also auch « positiv ist, und wenn p’ negaliv 
ist, also «, e, w negaliv sind; 

b) wenn m’n" negaliv ist, also « negativ und p’ positiv, also eine der Grössen 
u, v, w negativ ist, während die beiden andern positiv sind, oder alle 
drei a, e, w negaliv sind, und von den Grössen y—a, y—v, y—w eine 

grösser als die Summe der beiden andern ist. 

Die Fläche wird ein Hyperboloid mit zwei Flächen, wenn eine der 
Grössen m’, n’, p’ positiv ist, und die beiden andern negativ werden; also 
wenn m n’ und p’ negativ werden, da m’ und »°, wie wir gesehen haben, nich! 
gleichzeitig negativ werden können. Dies erfordert die Bedingungen « negaliv 
und zew positiv, also eine von ihnen positiv, die beiden andern negativ, oder 
es müssen alle drei positiv sein und eine der Grössen ya, yo, yw grösser als 
die Summe der beiden andern. 


” In der That sind die Focallinien des Cylinders und diejenigen Linien, in denen 
die erweiterte Ebene derselben den Cylinder durchschneidet, zwei Systeme von par- 
allelen Linien, deren gemeinschaftliche Mittellinie die Achse des Oylinders ist, und 
sind die Verbindungslinien jeder zwei conjugirten Punkte dieser Linien auf der Achse 
senkrecht. H. 
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Als Grenze des Ellipsoids und zweiflächigen Hyperboloids erhält man 
das elliptische Paraboloid, wenn «, v, w positiv sind und «=. 
Als Grenze des continuirlichen Hyperboloids erhält man das Ayperbo- 
lische Paraboloid, wenn u, ®, w negativ sind und u =O. 
Man kann dies in folgenden Satz zusammenfassen. 
Satz. 
„Es seien zwei Dreiecke ABC und A’B’C' gegeben: in der Ebene von 
ABC nehme man einen beliebigen Punkt Q und construire über der Basis 
A'B'C' mit den Kanten AP=AQ, BP=BQ, C'P=CO eine Pyramide: 
wenn der Punkt Q sich in der Ebene des Dreiecks ABC fortbewegt, be- 
schreibt der Punkt P eine Fläche der zweiten Ordnung, deren eine Haupt- 
ebene die Ebene der Basis A’B’C' ist, und deren eine Focaleurve dem Drei- 
eck A’B’C’ umschrieben ist. 
Diese Fläche ist 
1) Ein Ellipsoid, wenn alle Seiten des Dreiecks ABC grösser als die ent- 
sprechenden Seiten des Dreiecks A’B’C’ sind, und man mit den Seiten 
yBC’— BC", VCA—C'A", YAB’— AB" ein Dreieck beschreiben kann. 
2) Ein einflächiges Hyperboloid, wenn nur eine Seite des Dreiecks ABC 
oder alle drei kleiner als die entsprechenden Seiten des Dreiecks A’B’C’ sind. 











3) Ein zweiflächiges Hyperboloid, 
a) wenn eine Seite des Dreiecks ABC grösser, die beiden andern kleiner 
als die entsprechenden Seiten des Dreiecks A’B’C’ sind; 
b) wenn alle Seiten des Dreiecks ABC grösser als die entsprechenden 
Seiten des Dreiecks A’B’C’ sind, man aber mit den Seiten 


YBO’—B'C", yCA—C’A”,  yAB’— A'B” 


kein Dreieck construiren kann. 











4) Ein elliptisches oder hyperbolisches Paraboloid, wenn die Seiten des Drei- 
ecks ABC alle grösser oder alle kleiner sind als die entsprechenden 
des Dreiecks A’B’C’ und von den Quadratwurzeln der Differenzen der 
Quadrate der entsprechenden Seiten die eine gleich der Summe der bei- 
den andern ist. 


9) Eine Umdrehungsfläche, wenn die beiden Dreiecke ABC und A’B’C’ ein- 
ander ähnlich sind, und zwar ist die Ebene der Basis A’B’C’ selber immer 
die Hauptebene, welche Kreisschnitte giebt. 
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6) Ein Kegel, wenn zwei entsprechende Seiten der Basen gleich sind. 
7) Ein Cylinder, wenn ausserdem noch die Differenz der Quadrate der bei- 
den andern Seiten gleich ist.“ — 








Ich will jetzt den allgemeineren Fall behandeln, wo die Spitze der 
über der einen festen Basis errichteten Pyramide sich in einer beliebig ge- 
sebenen Ebene bewegt. Es sei ABC die Projection dieser Basis auf die ge- 
gebene Ebene, und A, i, k seien die Quadrate der Höhen ihrer Ecken über 
dieser Ebene. Denkt man sich die beiden Basen in solcher Lage, dass ihre 
Ecken drei Paare conjugirter Punkte zweier Ellipsoide sind, deren Gleichungen 

27, Wı, 3 _4 za my 33 


mm ' mp mm "an pp’ 


sind, so werden ABC und die andere Basis A’B’C’ in einer Hauptebene, der 





Ebene der x und y, liegen und wieder die x- Coordinaten der entsprechenden 
Punkte der Dreiecke ABC und A’b’C’ sich wie m:m', die y-Coordinaten 
wie »:n verhalten, woraus, wenn O0 der Mittelpunkt der Fläche ist, wieder 
folgt, dass die Dreiecke OBC, OCA, OAB sich wie die Dreiecke OB’C', OC’A', 
OA'B’ verhalten. Hieraus folgt ebenso wie oben, dass, um O als Schwerpunkt 
sowohl von den Punkten A, DB, C wie von den Punkten A’, B’', C’ zu er- 
halten, man in ihnen dieselben Gewichte anbringen muss. Nennt man diese 
Gewichte und ihre Summe wieder «, 5, y, « und 4, 4’ den Inhalt der Drei- 
ecke ABC und A’BC', 


er eu Bl 


so hat man wieder ganz wie oben: 


mr; 7° u 
> 
oBÜ'=— 4, CA=-1, 0AB=-TL4. 
u DE u 


Es wird ferner: 
OA’+h—-0A" = OB’-H—OB" = 00’+k-00" = p. 
Nennt man wieder: 
BC’-BC"=u, CA—C'A”=v, AB-AB”=w 
so hat man statt der früheren Gleichung folgende: 


a 
up + — (Pyu+yac-+ eDw) = Pw+ye-+uh= yu+aw-+ u= av+Pu+ uk. 
tt 


Setzt man den ersten Ausdruck U, so geben die drei Gleichungen 
ah-+P(w+k)+y(ec+h) = U 


e(w+l)+ Pi Alu) = LT, 
a(c+k)+P(u+k)+ yk = U 


die Werthe der drei Gewichte und ihrer Summe: 
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a = u (e+w—u)+{2h—-i—k) u— (i—k) (c—w), 
P = ev (wtu—r)+ i—k—h) oe — (k—h) (w—u), 
y= w(utv—w)+(2k—h—i) w— (h—i) (u—v), 
u = 2 (vw+wutuo) — W—v’—w’ 
und überdies 
U = Ruvw + hu(o+w—u) + iv (w+u—v) + kw (ute—w). 
Aus den Werthen von «, /, y folgt 
oBw+yeaev = a(U—-uh), 
Pyu+opw—= P(U-ui), 
yav+Pyu = y(U-uk) 
und daraus 
2 (Pyutyaov+toßw) = u{U— (eh+Pi+yk)}. 
Es ist aber ursprünglich U dem Ausdruck 
up’ + , (Pyutyaov+tayw) 
gleich gesetzt worden: man hat daher die Gleichung 
2 (U—up) = U—(ah+Ppi+yk), 


woraus 
Zup = U+ha+iß+ky 


und daher, wenn man die obigen Werthe von «, /, 7 substituirt: 
up = uvw + hu(e+w—u) + (h—i) (h—k) u 
+ ie (w+u—o) + (i—k) (i—h)v 
+ kw (u+e—w) + (k—h) (k—i) w. 
Man kann diesen Ausdruck auf merkwürdige Art transformiren. Man 
nämlich 
up = wvw-+ew(i+k)+wulk+h)+uv(h+:i) 
— hu —iv — kw’ +(h—i)(h—k)u+(i—k)\(G—h)o+(k—h)(k—i)w 
— (u+i+k)e+k+h)w+h+H)—he—ie’— kw’ 
—hli+k)u—2ilk+h)o—2k(h+i)w—(i+k)(k+h)(h+:) 
—= (u+i+k)(o+k+h)\w+h+i) 
—h(u+i+k)—ic+k+h)’—k(w+h+i)’+4hik. 
Setzt man jetzt 
u+i+k = u + Iyik, v+k+h=v+ aykh, w+hti= w’+2Yhi, 
so wird 
up = (w+2Yik)(0’+2ykh) (w’+ 23V hi) 
—h(u’+ 2Yik)’— (0 +2 kh)’— k(w’+2Yhi)’+Ahik 
— Wow +2 (Vik.o'w’+Ykh.ww+Yhi.uwe”) — hu” — ie"? — ko. 
26 * 
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Die Grössen «, ©’, »’ werden durch die Gleichungen 
u = u+(yi—yk)’ = B’C"”—B'C", 
oe = v+{yk-yh)’= C’A”— C’A”, 
w' = w+(yh—yi)’ = A’B"’— A'B” 


gegeben. Wenn A’ ein Punkt des AR ist, dessen Gleichung 


ar + = 1, 


und man mit dem Halbmesser p eine Ausiuie Kugel beschreibt, so soll 
D’ ein dem Punkte A” entsprechender Punkt der Kugel heissen, wenn die 
Coordinaten von A’ aus den Coordinaten von D" dadurch erhalten werden, 
dass man sie mit = 72 1 multiplieirt. Sind D’, E’, F’ auf der Kugel den 
Punkten A’, B”, C” des Ellipsoids entsprechend, so hat man 
uw = B’C"’-BC” = E’F*, 
oe’ = C’ A’ CA" = FD”, 
= A4’B"— AB” = DIE". 
Da die z-Coordinaten entsprechender Punkte des Ellipsoids und der Kugel 


“) 


gleich sind, so sind A, i,%k auch die Quadrate der Höhen von D, E’, F’ über 


der ey-Ebene. Nennt man ferner D, E, F die Projectionen von D", E', F’ 
auf die ey-Ebene, so wird 


ua= BÜ’- B'C”=EF', 

ve = CA’—C’A"”= FD, 

w= AB—- AB” = DE‘. 
Nennt man r’ den Radius des dem Dreieck D’E’F’ umschriebenen Kreises, 
so wird 


16r"”.D’E’F” = We w”; 
es ist ferner 
u = 16 DEF’ = 16D’E’F’’ cos’), 


wenn A der Winkel ist, welchen die Ebenen der Dreiecke D’E’F' und DEF 
mit einander bilden. Man hat daher 
pu-—uvw' = 16D’E’F"(p’cos’i—r"”), 
oder wenn man H das Quadrat des Perpendikels vom Mittelpunkt der Kugel 
auf die Ebene des Dreiecks D’E’F’ nennt, 
pru— uve'w' = 16D’E’F’(Heos’4—r"”sin’ A) 
— 2 (Yik. ce w’ + Ykh.w’uW-+-Vhi. wo —(hu"?+i0"’+ kio"”). 
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Nennt man A, , %, 9 die Quadrate der Perpendikel, die von D", 
E', F' und vom Mittelpunkte des dem Dreieck D’E’F" umschriebenen Kreises 
auf die Schneidelinie beider Ebenen gefällt werden, so wird 


H9= H.ctg’ 4, w= R = — En = - 


sin’A ° sin’ ° sin’A ’ 


wenn man daher die vorige Gleichung durch sin’4 dividirt, erhält man 


16D’E’F"(H—r") = 16D'E’F".H — wow" 
(VER EYE. wW+YVh’ u”) 
% WW’ io" — kw”. 

Auf diese Weise lässt sich der für up’ gefundene Ausdruck auf eine 
Formel der algebraischen Geometrie zurückführen, indem in der vorstehenden 
Formel yw’, yo’, yo’, yh’, yö, yk’, YS die Seiten und die aus den Ecken 
und dem Mittelpunkt des umschriebenen Kreises auf eine beliebige Linie ge- 
fällten Perpendikel bedeuten. Die Grösse H—r'" ist das Quadrat der Tangente, 
die man an den Kreis vom Fusspunkte des Perpendikels yS fällt. Man sieht 
leicht, dass man in der Formel 9, yh', yö, yk' um dieselbe Grösse ändern 
kann. welches darauf hinaus kommt, dass man die gerade Linie parallel mit 


sich verrückt. Man hat nämlich 


02 0) 


16D’E’F"’ = 2 (vw + ww + u) -— u — vo" — w" 


und nach einem bekannten Satze vom Schwerpunkt 

16D’E’F.YH = u (v+w'—u) yh’+e' (wu — eo) yi+w (W+e—w')yK', 
da der Mittelpunkt des umschriebenen Kreises der Schwerpunkt der Punkte 
D,, E,, F, ist. wenn man in ihnen die Coelficienten von yAh', yü, yA’ als 
Gewichte anbringt, und die Summe dieser Gewichte gleich 16D’E’F ist. 
Wenn man die erste Gleichung mit (YyS—r')‘, die zweite mit —2(yS—r') mul- 


Pr 


tiplieirt zu der gefundenen Formel hinzufügt*) und 
yk—yOH+r a Yh, ye—-yH-+r = We, yk—-yS+ I yk' 
setzt, so erhält man 
=2 VER. w + Yk’W wo W+YVhT. we") - Wu”— do” — kw”, 


wo yh', yö, yk' die auf eine Tangente des dem Dreieck D’E’F' umschriebenen 





*) Das Ergebniss dieser Rechnung kommt damit überein, die Lothe y9, yh’, yi’, 
yk’ um YyS—r" zu verkürzen, oder, was dasselbe ist, die auf diesen Lothen senkrechte 
gerade Linie parallel mit sich selbst so zu verschieben, das sie eine Tangente des 
Kreises um D’E’F° wird. H. 
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Kreises aus D’, E’, F’ gefällten Perpendikel bedeuten. Aus der vorstehenden 
Gleichung folgt, dass von den Quadratwurzeln aus den drei Grössen u yh', 
vo’ yi, w'yk' oder con den drei Grössen E’F oh, F op ji, DVE’Yh' eine die 
Summe der beiden anderen ist. Man kann die Grössen Yh', vi, yh' leicht 
construiren. Nennt man nämlich T den Berührungspunkt, so wird nach be- 
kannten Sätzen der Elementargeometrie 

Yar'.yh"=D’T, V2ar.yi' = ET, Y2r.yh' = FVT, 
so dass die drei Grössen 

E'F’.Yar'.yh',  F’D’.Yar'.y/,  D’E.V2r.yh 

die drei Producte der gegenüberstehenden Seiten und Diagonalen in dem dem 
Kreise eingeschriebenen Viereck D’E’F’T sind, von denen bekannt ist, dass 
die Summe von zweien dem dritten gleich ist. Unsre Formel für p’ wird so 
auf den sogenannten Ptolemäischen Lehrsatz zurückgeführt, welcher anderer- 
seits in dieser Form ausgesprochen durch das Vorstehende eine grosse Aus- 
dehnung erhält. 
Wie in dem früheren Falle findet man m und » aus den beiden Glei- 


chungen 
mn ABC 4A 


pP DEF Yu’ 
m'n' A'B'C' 44 


pP DEF  yu 
Man sieht aus diesen Gleichungen, dass m’n’ und m”n’"” dasselbe Zeichen 








wie u haben, dass also der zy-Schnitt eine Ellipse oder Hyperbel ist, jenach- 
dem « positiv oder negativ ist. Die Fläche wird nur dann ein einflächiges 
Hyperboloid, wenn m’n’p’ negativ ist, also wenn u und p? verschiedene Zeichen 
haben. Die Werthe ee -- werden ganz ebenso. wie im einfacheren Fall, 


durch die Seiten der Dreiecke ABC und A’B’C’ ausgedrückt, und nur p’ wird 
verschieden. Mit Hilfe des früheren Hilfsdreiecks DEF kann man die Grösse 
p’ so construiren: Man errichte in den Punkten D, E, F die Perpendikel 


Er 


yh, yi, yk, deren Endpunkte D’, E', F’ seien, ferner errichte man in dem 
Mittelpunkt des dem Dreieck DEF" umschriebenen Kreises ein Perpendikel 
auf der Ebene D’E’F” und bestimme den Punkt, in welchem dies Perpen- 
dikel die Ebene DEF durchschneidet, dann wird p die Entfernung dieses 


7 


Punktes von jedem der Eckpunkte D”, E', F’, (oder, was dasselbe ist, p wird 
der Radius derjenigen dem Dreieck D°ENF® umschriebenen Kugel, deren 


Mittelpunkt in der Ebene DEF liegt). 
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Notiz über die Normalen einer Fläche des 
zweiten Grades. 


(Aus den hinterlassenen Papieren von F. Joachimsthal mitgetheilt durch Herrn ©. Hermes.) 


Zur Jacobischen Entstehungsweise der Flächen zweiten Grades; 
zur Bequemlichkeit für das Ellipsoid ausgesprochen *). 


Sind ABC und abe zwei confocale Ellipsen und die Punktepaare A, a; 
B,b; C,c entsprechende Punkte, d.h. deren Coordinaten sich wie die par- 
allelen Axen verhalten, oder was dasselbe ist, liegen A, a auf einer con- 
focalen Hyperbel, ebenso B,b und C,c; nimmt man ferner im Innern der 
kleineren Ellipse abe einen Punkt D und construirt eine Pyramide abed, so dass 
ad= AD, bd=BD, cd= CD, so beschreibt bekanntlich nach Jacobi d ein 
Ellipsoid. Es ist mir nun gelungen, denjenigen Satz zu finden, welcher dem 
ebenen Satze entspricht, dass die Normale der Ellipse den Winkel zwischen 
den Radien Vectoren halbirt. 

Trägt man nämlich von d aus auf da, db, de drei solche Stücke 
da’, db’, de ab, die von D aus auf DA, DB, DC abgetragen, drei im Gleich- 
gewicht stehende Kräfte darstellen, so ist die Resultante von da‘, db’, de' 
die Normale des Ellipsoids. 

Der Beweis dieses Satzes beruht auf folgendem 

Lehrsatz I. Es sei y(r,r,,r,;)=0 die Gleichung zwischen den Ent- 
fernungen eines Punktes 0 von a, a,,. @,, Welche sämmtlich in derselben 
Ebene liegen, so stellen pr). pr), Y'(r,), nach Oa, Oa,. Oa, angebracht, 
drei im Gleichgewicht befindliche Kräfte vor. 

Lehrsatz Il. Es sei p(r,r,,r,r;)= 0 die Gleichung zwischen den 
Entfernungen des Punktes O im Raume von vier anderen Punkten im Raume 
4, Ad, d;, 45, So stellen gr). gr). gr), p(r,) nach Oa, Oa,. Oa,. Oa, 
mit gehörigem Zeichen angebracht, vier im Gleichgewicht wirkende Kräfte dar. 





*) Die eine Hälfte der hier folgenden Notiz trägt das Datum des 28. März 1861. 
Es liegt uns also, da Joachimsthal am 5. April 1861 starb, in diesem Aufsatz eine 
seiner letzten Arbeiten über das von ihm so vielseitig behandelte Problem der Nor- 
malen der Flächen zweiten Grades vor. H. 
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Joachimsthal, über die Normalen einer Fläche zweiten Grades. 


Beweis. (Nur für Lehrsatz II., da der für I. analog ist.) Es sei 
v(r,1ı,03,73)=0 die Gleichung irgend einer Fläche, so ist die Normale 
derselben die Resultante der Kräfte w(r), w(r,). w'(r), w'(r;); die Gleichung 
der Fläche kann aber ebenso gut geschrieben werden wir, r,,r,73)+p(r, 11, 72,73 )=0, 
demnach ist die Normale die Resultante von w(r)+y'(r), w({r,)+g'(r,), u. Ss. w. 
also bilden gr), pri), pr), g'(r,) ein Gleichgewichtssystem. 

Es ergiebt sich jetzt Folgendes: 

Jede Normale trifft die Ebene der Figur innerhalb der kleineren Ellipse. 
Es sei » der Punkt, wo die Normale in einem Punkte d der Fläche die Ebene 
der Figur trifft. Man denke sich die drei Fundamentalpunkte a, b, ce so ge- 
wählt, dass « und 5 mit » in einer Geraden liegen: da nun d» die Richtung 
der Resultante von drei nach da, db und de wirkenden Kräften sein soll, so 
muss die letztere gleich Null sein. Sind A, B, C die zu a, b, ce gehörigen 
Punkte und D der zu d gehörige Constructionspunkt der Ebene, so sollen 
die nach AD, BD, CD gerichteten Kräfte sich das Gleichgewicht halten. Die 
nach CD gerichtete Kraft ist aber gleich Null, also müssen A, B und D in 
einer Geraden liegen und die nach AD und BD gerichteten Kräfte gleich 
sein, also auch die nach da und db gerichteten, d.h. dx halbirt den Winkel 
adb. Nun sind da und db nur der Bedingung unterworfen, mit d» in einer 
Ebene zu liegen: also Zegt man durch einen Punkt der Fläche d und den 
kleineren Constructionskegelschnitt (die „modular focal“* Mac-Cullaghs) einen 


Kegel, so ist die Normale im Punkte d die Axe dieses Kegels. 





BE BE ee rn — - 
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Die Jacobische Erzeugungsweise der Flächen 
zweiten Grades. 
(Von Herrn O. Hermes.) 


Die gegenwärtigen Untersuchungen sind, als Anhang zu den im litera- 
rischen Nachlass Jacobis enthaltenen „„Geometrischen Theoremen“, dazu be- 
stimmt, das Fragmentarische dieser Theoreme zu ergänzen und dadurch ihr 
Verständniss zu erleichtern; sie beschränken sich darum im Wesentlichen auf 
die Herleitung focaler Eigenschaften der Flächen zweiten Grades aus dem 
Ivoryschen Satze und schliessen sich dabei möglichst an die ähnlichen Ent- 
wickelungen Jacobis über die Kegelschnitte an. 


Das Ellipsoid. 


$.1. Es sei die Gleichung eines gegebenen Ellipsoids, auf seine Haupt- 
achsen bezogen, 


D) 


2 2 „2 
Er 1 
A - 
und die Gleichung eines ihm confocalen Ellipsoids 
zn? y’ „.? 
+ B= —— un 1, 


m’+o' n’+o ' p’+o 
wo p<{n<Zm sein mag, und o alle Werthe zwischen —p’ und +» haben 
kann. Zwei Punkte dieser Ellipsoide, P und Q, deren Coordinaten 

son Ken, =, 


2 = m’+o.a, y-| n"+0., 3= Yp’+o.y 
sind, wo 
++ 1, 
heissen einander conjugirt. Hat man zwei andere conjugirte Punkte P, und 
0,, deren Coordinaten 
T — mo; , ynpı, > — pYyı 
und 





Ki 


r 
u 
| 
eo 
ar 
Pos 
De 
° 
N 
m 


) 
| 


z=Vm+o.0, y=Yn’+o.; 
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sind, wo 





so wird 
PO; = (ma— Ym’+o.0,)’+(nB—Yn’+g.B)’+ (pr Vpte.70", 


2 


PO" = (Ym’+g.«—ma,) + (yn’+e Ban) + (ypP+0:7—P71), 
und daher 





PQ}— P,Q° = g(ai+ Bi+ yi- a’ 7°) = 0 


FO, = PiQ, 


welches der Jvorysche Satz für Ellipsoide ist. Setzt man py—1 und yy—1 
statt » und y, so erhält man denselben Satz für einflächige Hyperboloide, und 
wenn man zugleich »y—1, py—1, Ay—1, yy—1 statt „, p, P, y setzt, für 
confocale zweiflächige Hyperboloide. 


oder 


Lässt man oe bis zu dem Werthe —p’ abnehmen und p’+e und z gleich- 
zeitig verschwinden, so hat man für die Punkte Q des zweiten Ellipsoids: 


a a a: Pr 
z=ym—p.o, y=yn—p.Pp, 3=(0, 








wo 
a + <A 
ist, d.h. es reducirt sich dieses Ellipsoid auf seinen Grenzfall 
2“ y’ ne 
m’—p’  w’—p" a nn 


also auf das Stück der z@y-Ebene innerhalb der Focalellipse des gegebenen 
Ellipsoids, das Grenzellipsoid. 

Dem Mittelpunkte O, als einem Punkte des Grenzellipsoids, für die 
Werthe e=P=0, y=+1, entspricht als conjugirter Punkt auf dem gegebenen 
Ellipsoid der Punkt e=y=0, 2=+p, d.h. jeder der beiden Endpunkte Z 
und Z’ der kleinen Achse. 


Einem beliebigen Punkte A, auf dem Umfange der Focalellipse selbst, 
d.h. für 


A: = Ym’—p‘. a, y=Vn-p.ß, 3=0, 
wo jetzt 


e+P®=1, d.h. y=O ist, 
entspricht als conjugirter Punkt A auf dem Ellipsoid 


A: z=mo, y=np, 3=(, 
also auf 
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der conjugirte Punkt liegt also auf dem Durchschnitt des Ellipsoids mit der 
Ebene der Focalellipse. Es ergiebt sich hieraus zugleich, dass die Focalellipse 
confocal ist dem zugehörigen Hauptschnitt, eine Eigenschaft, welche bekanntlich 
allen Focalkegelschnitten gemeinschaftlich ist. Wenn nunmehr allgemein P 
und Q zwei beliebige conjugirte Punkte von (E) und (E,). durch welche 
Buchstaben das gegebene Ellipsoid und das Grenzellipsoid unterschieden werden 
mögen, sind, ebenso A, B, C Punkte des Durchschnitts der Ebene der Focal- 
ellipse mit E, conjugirt den Punkten A,, B,, C, der Focalellipse, so hat man 
nach dem /voryschen Theorem: 
PA,A=0A, PB,=0B, PC,=0C, PO=0Z=V0Z, 

d.h. 

Die Verbindungslinien eines beliebigen Punktes P des Ellipsoids mit 
irgend drei Punkten der Focalellipse sind resp. gleich den Verbindungslinien 
des conjugirten Punktes Q des Grenzellipsoids, d. h. eines bestimmten Punktes 
der Ebene innerhalb der Focalellipse, mit den conjugirten drei Punkten auf 
dem Durchschnitt der Ebene der Focalellipse mit dem Ellipsoid. 

Oder: 

Wenn man über drei beliebigen Punkten A, B, C einer Ellipse als 
Eckpunkten der Basis Pyramiden errichtet mit der Spitze Q und über den 
drei conjugirten Punkten A,, B,, C, einer inneren confocalen Ellipse als Eck- 
punkten der Basis Pyramiden eines neuen Systems mit der Spitze P, so dass 


A‚P=AQ, B,P=BQ, CGP=C0Q, 


und den Punkt Q die Ebene innerhalb der inneren Ellipse durchlaufen lässt, 
so beschreibt der Punkt P ein Ellipsoid, welches die äussere Ellipse zum grössten 
Hauptschnitt und die innere zur Focalellipse hat. 

Sind die Gleichungen der beiden Ellipsen 


2 2 
T Y 

—2_=|]1. z—=0 
re 


und 


2 


© y 


ta =1 1=0, 
m’ —p n"—p Ä 

wo p<n<{Im, so ist die Gleichung des vom Punkte P beschriebenen Ellipsoids 

2 

—=1. 

p 


2 
= 


y 
m’ r n” + 


Als conjugirte Punkte ergeben sich ferner die Endpunkte X, X’ und 
X, X, der @-Achse und die Endpunkte Y, Y’ und Y,. Y, der y- Achse 
27 * 
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von (E) und (E,). und den beliebigen Punkten x, und y, der x- und y-Achse 
innerhalb der Focalellipse als Punkten von (E,) sind conjugirt Punkte x und 
y auf den Hauptschnitten von (E) mit der x&2- und yz-Ebene: nach dem Jvory- 
schen Satze also ergiebt sich: 

Ar=Ar und X r=Xo, Yıy=Yy und Yy=Y'Yy, 


woraus 





























X,c+X, 2 = Ar +X'c = 2m 
und 


Yıy+Yıy = Yyı+ Y'yı = 2n, 

d.h. die Scheitelpunkte der Focalellipse auf der grossen und kleinen Achse 
derselben sind die Brennpunkte der Hauptschnitte von (E) mit der zy- und 
y3- Ebene. 

Man kann die gegenseitige Beziehung der entsprechenden Scheitelpunkte 
von (E) und (E,) oder des Mittelpunktes O und der Endpunkte Z und Z 
der kleinsten Achse von (E) als conjugirter Punkte benutzen zu einer im 
Ganzen einfachen Construction beliebiger conjugirter Punkte von (E) und (E,). 

Den Brennpunkten der Focalellipse, als Punkten von (E,), entsprechen 
als conjugirte Punkte die Nabelpunkte des Ellipsoids (E). 

Die Brennpunkte seien F, und F, und die entsprechenden Nabelpunkte, 
ohne Rücksicht darauf, auf welcher Seite der x-Achse sie liegen, F und F': 
der Punkt Q wird ein Brennpunkt von (E,) für die Coordinatenwerthe 


== + Y/m’—n’, y=0, s=®, 


d. h. für 


u en a | 
a tm P=0 y= + a = + yoP, 








also sind die conjugirten Punkte P des Ellipsoids (E): 





u Fa: 25 

PN... . y=0, se re 
Ym’—p Ym’—p’ 

d.h. die Nabelpunkte des Ellipsoids. Hierauf das Jeorysche Theorem ange- 


wandt, ergiebt sich 














2 ’ 


FO = F.Z, 
d. h. 
Die Entfernung der Nabelpunkte eines Ellipsoids vom Mittelpunkte desselben 


ist gleich der Entfernung der Brennpunkte des grössten Hauptschnittes von 
den Endpunkten der kleinsten Achse. 
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$.2. Wie die Nabelpunkte des Ellipsoids den Brennpunkten der Focal- 
ellipse conjugirt sind, so sind allgemeiner die Krümmungslinien des Ellipsoids 
conjugirt Kegelschnitten, welche der Focalellipse confocal sind, und zwar in 
der Weise, dass, wenn der Eckpunkt Q der Pyramide ABCQ einen der Focal- 
ellipse confocalen Kegelschnitt durchläuft, der conjugirte Eckpunkt P_ der 
Pyramide A,B,C,P eine Krümmungslinie des Ellipsoids beschreibt. 

Dieser Satz ist nur ein specieller Fall von folgendem allgemeineren 
Satze: 

Wenn sich ein Punkt Q auf einer Krümmungslinie einer Fläche 
zweiten Grades bewegt, so durchläuft der conjugirte Punkt P einer confocalen 
Fläche die conjugirte Krümmungslinie dieser Fläche, d. h. welche mit der 
ersteren auf derselben confocalen Fläche liegt, nämlich auf der jenigen, deren 
Durchschnittscurven mit den beiden gegebenen Flächen diese Krümmungs- 
linien sind. 

Die gegebenen Flächen seien 











2? y’ 7. bi 
I. m? + n? + Ei os B4 
2? 3 2? 
+ 3 + 7 


mM’+o n’+e p’+e ai 
und die conjugirten Punkte 


P: z=ma, y=nß, 3=p, 





0: z=VYm+e.0, y=Yn+g.ß, 3=Vp+e.y, 
wo 
ea+ß’+y = 1; 
nunmehr bewege sich Q zugleich auf der confocalen Fläche 
satt =1: 
dann gehört der Punkt P zugleich der Fläche 


ern Eee 
m’ (m’-+4) n’(n’+A) D’(p HA) 


an, d.h. er liegt auf dem Durchschnitt dieser Fläche mit der Fläche (I.): die 
Projection aber dieser Durchschnittscurve auf irgend eine der Coordinaten- 
ebenen, z. B. auf die cy-Ebene, wird: 


p(A—g) [z’(m’—p?) , y’n—p) 
Ber T n’(n’+ A) -1| m. 


IM. 














p’+e 
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- 


also, weil weder A=o, noch gen gleich Null ist: 


mp), ya-p) 4 
m’ (m’-+-4) Wine), .° 





d. h. unabhängig von 0, dem Parameter der Fläche (1].), und dieselbe Glei- 
chung, wie die der Projection der Schnittcurve der Flächen (I.) und (Ill. 
auf die zy- Ebene. 

Wenn also zwei conjugirte Punkte P und Q auf zwei confocalen 
Flächen (l.) und (ll.) gegeben sind, von welchen Flächen die erstere unver- 
änderlich bleibt, während die zweite einen variabeln Parameter enthält, so 
liegt der Punkt Q, jenachdem man den festen Punkt P ansieht als Punkt der 
einen oder der anderen Krümmungslinie von (l.), fortdauernd auf der con- 
focalen Fläche des einen oder des anderen Systems, durch deren Durch- 
schneidung mit (l.) diese Krümmungslinien hervorgehen, also auf der Schnitt- 
curve dieser Flächen selber. Man hat also den Satz: 


Die conjugirten Punkte eines und desselben Punktes einer Fläche zweiten 
Grades in Beziehung auf alle confocalen Flächen desselben Systems liegen auf 
der Durchschnittscurve der beiden confocalen Flächen der anderen Systeme, 
welche durch diesen Punkt gehen. 

Ferner: 

Wenn man auf einer Fläche zweiten Grades beide Systeme von Krüm- 
mungslinien construirt, so bestimmen jede zwei Paar Krümmungslinien ver- 
schiedener Systeme durch ihre Durchschneidung zusammengehörige Syteme von 
je vier Punkten, welche paarweise conjugirt sind, also, als Eckpunkte von 
Vierecken angesehen, in der Beziehung zu einander stehen, dass die beiden 
Diagonalen dieser Vierecke einander gleich sind. 

In ähnlicher Weise enthalten jede drei Paar confocaler Flächen zwischen 
einander parallelepipedische Räume mit gleichen Diagonalen: weil nun con- 
focale Flächen desselben Systems sich nicht durchschneiden können, also bei 
unendlich geringer Entfernung als Parallelflächen angesehen werden können, 
so folgt hieraus die Fundamentaleigenschaft confocaler Flächen, dass diese 
parallelepipedischen Räume rechtwinklig sind, d. h. dass confocale Flächen 
sich rechtwinklig durchschneiden. 

Es ergeben sich für die Krümmungslinien beider Sysieme einer Fläche 
zweiten Grades dieselben Eigenschaften in Beziehung auf conjugirte Punkte, 
wie für confocale Kegelschnitte beider Systeme. Darum lässt sich dasselbe 
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Verfahren, durch welches man confocale Kegelschnitte construirt,. wenn die 
Brennpunkte gegeben sind, in Anwendung bringen bei der Construction der 
Krümmungslinien einer Fläche zweiten Grades, wenn die Lage ihrer Nabel- 
punkte bekannt ist: man hat nur das Stück der Hauplachsen zwischen den 
Brennpunkten in der Ebene auf der Fläche zu ersetzen durch das Stück des 
Hauptschnittes der Fläche zwischen den Nabelpunkten, welche sich auch hier 
passend Grenzkrümmungslinie nennen lässt. Den Nabelpunkten F und F', als 
Scheitelpunkten einer solchen Grenzkrümmungslinie, entsprechen als conjugirte 
Punkte A und W (Durchschnittspunkte mit der @y-Ebene beim Ellipsoid) einer 
beliebigen Krümmungslinie (A), und jedem Punkte Q auf der Grenzkrümmungs- 
linie FF’ oder deren Supplement als conjugirte Punkte P von (K) solche, für 
welche 
AO =FP und WO=FP 

ist: wenn nunmehr der Punkt Q die Grenzkrümmungslinie zwischen F und F’ 
durchläuft, so beschreibt der Punkt P? die Krümmungslinie (X), welche die 
Punkte A und W zu Scheitelpunkten hat, sobald diese Punkte auf dem Sup- 
plementbogen des Hauptschnittes liegen, d.h. F und F’ zwischen sich enthalten; 
wenn dagegen A und W zwischen F und F’ liegen, so ergeben sich reelle 
Punkte P nur, wenn Q das Supplement des Bogens FF’ durchläuft, und als- 
dann beschreibt P eine Krümmungslinie des zweiten Systems der Fläche. 

Wenn eine Krümmungslinie auf einer Fläche zweiten Grades, z. B. 
auf einem Ellipsoid, gezeichnet ist, und zugleich die Hauptschnitte bekannt sind, 
so findet man auf der Grenzkrümmungslinie, d.h. auf der Hauptellipse durch 
die grösste und kleinste Achse, leicht den zu einem auf der Krümmunsgslinie 
gegebenen Punkte P conjugirten Punkt Q dadurch, dass man die Punkte Z, 
die Endpunkte der kleinsten Achse, als Punkte der Grenzkrümmungslinie, in 
Betracht zieht als conjugirt zu den Punkten ® und B, den Durchschnitts- 
punkten der gegebenen Krümmungslinie mit der Hauptellipse durch die kleinste 
und mittlere Achse, weil dann 

ZP=B90=%0 
ist: die Nabelpunkte F und F’ ergeben sich durch die Beziehung 
ZAU=BF, 

wo A wie früher einen Scheitelpunkt der gegebenen Krümmungslinie bedeutet. 

Auch die Construction conjugirter Punkte auf zwei gegebenen Krüm- 
mungslinien desselben Systems ist leicht zu bewerkstelligen, weil beiden der- 


selbe Punkt Q der zugehörigen Grenzkrümmungslinie als conjugirter Punkt 
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zugehört, nämlich der Punkt, in welchem die Krümmungslinie des zweiten 
Systems, welche durch die gegebenen conjugirten Punkte P geht, die Grenz- 
krümmungslinie durchschneidet. 

$.3. Aus den Gleichungen der Punkte P und Q, als conjugirter 
Punkte des Ellipsoids (E) und des Grenzellipsoids (E,), nämlich 


P: z=ma y=nPp, 3=py, 


0: z=ym’-p.a, y=yYn-p.ß, 3=0, 
wo 
e+P+y u 1, 

geht hervor, dass die Punkte Q und die Projectionen der Punkte P auf die 
xzy-Ebene in collinearer Verwandtschaft zu einander stehen. Hieraus folgt für 
besondere Annahmen, dass, wenn der Punkt Q auf dem Grenzellipsoid eine gerade 
Linie durchläuft, der Punkt P auf dem Ellipsoid einen Kegelschnitt beschreibt, 
dessen Ebene senkrecht auf der Focalellipse steht und umgekehrt. Ferner 

Wenn der Punkt P auf dem Ellipsoid eine ebene Curve beschreibt, 
seine Projection also auf die Ebene der Focalellipse einen Kegelschnitt, welcher 
einen doppelten Contact hat mit dem zugehörigen Hauptschnitt des Ellipsoids, 
so durchläuft der Punkt Q einen Kegelschnitt, welcher einen doppelten Contact 
hat mit der Focalellipse und umgekehrt. Dieser doppelte Contact ist ein reeller 
oder imaginärer, jenachdem die Ebene, welche der Punkt P durchläuft, die 
Hauptellipse durchschneidet oder nicht; berührt die Ebene die Hauptellipse, 
so haben der conjugirte Kegelschnitt und die Focalellipse vier auf einander 
folgende Punkte gemeinschaftlich, und wenn endlich die Ebene die Fläche in 
einem Punkte des Hauptschnittes berührt, so wird auch die conjugirte Curve 
auf der confocalen Grenzlläche eine Tangente der Focalcurve, welcher Fall 
allerdings erst bei den später zu betrachtenden geradlinigen Flächen zweiten 
Grades, dem einflächigen Hyperboloid, dem hyperbolischen Paraboloid, dem 
Kegel und dem Cylinder von Bedeutung ist. 

Einem System von Parallelschnitten der Fläche entspricht auf der 
Grenzfläche ein System von Kegelschnitten, welche zwei Punkte im Unend- 
lichen gemeinschaftlich haben. 


Das einfache Hyperboloid. 


$.4. Dasselbe sei gegeben durch die Gleichung 


| 2 
x’ 2 


here - 1: 





m n 
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2 


die confocalen Hyperboloide sind dann enthalten in der Gleichung 
x Au. 
A a le, 
und zwei conjugirte Punkte P und Q des gegebenen und des confocalen Hyper- 
boloids haben zu Coordinaten 





an. a a tl 
z=me, y=nß, 3=py, 











z=ym+tg.a, y=yn+e.ß, 3=Yp—-e.y, 
wo 
a+ß—y = 1, 
und es sei 
m N. 

Eine erste Grenze der confocalen Hyperboloide entspricht hier dem 
Werthe e=p°: lässt man p’—o und z gleichzeitig verschwinden. so wird 
für die Punkte des Grenzhyperboloids 


== ym’+p’.o, y=yn+p'.ß, 3=0, 

welches Grenzhyperboloid wegen der Bedingung «’+/P°>>1 übereinkommt 
mit dem ausserhalb der Focalellipse liegenden Stück der Ebene dieser Ellipse. 

Setzt man 

er, Ta vol 
so entsprechen den auf dem Hauptschnitt der @y-Ebene, d.h. auf der Kehl- 
ellipse des Hyperboloids liegenden Punkten die conjugirten Punkte der con- 
focalen Focalellipse.. Nimmt man also drei beliebige Punkte A, B, C auf 
einer Ellipse und die conjugirten Punkte A,, B,, C, auf einer confocalen 
äusseren Ellipse resp. als Eckpunkte der Basen zweier Pyramiden mit den 
Spitzen Q und P, so dass die Seitenkanten 
PA,=04, PB,=0B, PC, =0C, 

und durchläuft der Punkt Q die Ebene der grösseren Ellipse, so beschreibt 
der Punkt P ein einflächiges Hyperboloid, dessen Kehlellipse die innere und 
dessen Focalellipse die äussere der beiden gegebenen confocalen Ellipsen ist. 

Der Zusammenhang zwischen confocalen Kegelschnitten in der Ebene 
der Focalellipse, als Oertern des Punktes Q, und den Krümmungslinien des 
Hyperboloids, als Oertern des conjugirten Punktes P, ist derselbe wie beim 
Ellipsoid ($.2); den confocalen Ellipsen entsprechen die in ihren Projectionen 
auf die @y-Ebene elliptischen Krümmungslinien, den confocalen Ilyperbeln 


die hyperbolischen Krümmungslinien. 
Journal für Mathematik Bd. LXXIII. Heft 3. 28 
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Der Punkt Q kann niemals einen Brennpunkt der Focalellipse erreichen: 
dem entsprechend besitzt das einfache Hvperboloid keine Nabelpunkte. 

Eine besondere Beachtung verdienen hier die Generatrices des Hyper- 
boloids: dieselben projieiren sich bekanntlich auf die Ebene der Hauptellipse 
als Tangenten derselben; darum entsprechen ihnen als conjugirt die Tangenten 
der Focalellipse, und umgekehrt, wenn der Punkt Q eine Tangente der Focal- 
ellipse beschreibt, so durchläuft der conjugirte Punkt P auf dem Hyperboloid 
eine Generatrix oder vielmehr die beiden Generatrices, welche mit der con- 
jugirten Tangente der Kehlellipse in derselben Ebene liegen. Durch jeden 
Punkt ausserhalb der Focalellipse kann man zwei Tangenten an dieselbe legen. 
ebenso gehen durch jeden Punkt des Hyperboloids zwei Generatrices. 

Diese gegenseitige Beziehung der Generatrices eines Hyperboloids und 
der Tangenten eines Kegelschnitts lässt sich bei wechselseitiger Uebertragung 
der Eigenschaften dieser Linien benützen: z. B. folgt aus der bekannten Eigen- 
schaft der Generatrices eines Hyperboloids, dass jede vier derselben, welche 
demselben System angehören, auf allen sie durchschneidenden Generatrices des 
zweilen Systems Strecken bestimmen, deren anharmonisches Verhältniss einen 
und denselben Werth behält (Möbius, barycentr. Cale. pag. 357 ff.), weil bei 
der Projection dieses Systems von vier durch eine fünfte durchschnittenen 
Geraden auf eine Ebene die Streckenverhältnisse keine Aenderung erleiden: 
Irgend vier feste Tangenten eines Kegelschnilts schneiden alle übrigen Tan- 
genten desselben in demselben anharmonischen Verhältniss (Steiner, System. 
Entw. pag. 156). — 

Eine zweite Grenze für die confocalen einfachen Hyperboloide ergiebt 
sich, wenn man o=—n’ annimmt: lässt man nämlich y und »’+o gleichzeitig 


verschwinden, so wird für die Punkte dieses Grenzhyperboloids 


z=ym’—n’.a, y=0, 3=yp'-+n’.y, 
wo 
0 — y wa! 1, 
d.h. dasselbe redueirt sich auf die innere Fläche der Focalhyperbel 
x” 2° 


————— | a y=®: 


m’—n’ p’-+n’ 
setzt man @’—-y’=1, d.h. #%=0, so entsprechen den Punkten dieser Focal- 
hyperbel, als Punkten Q, als conjugirt die Punkte P, welche liegen auf 


"a = 
——-—=1, y=0, 


m  p 
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d.h. auf der Haupthyperbel, welche die grosse’reelle Achse des Hyperboloids 
enthält. Das /vorysche Theorem ergiebt demnach folgenden Satz: 

Wenn zwei confocale Hyperbeln gegeben sind, und man nimmt auf den- 
selben zwei Systeme von je drei conjugirten Punkten A, B,C auf der äusseren 
und A,, Bı, C, auf der inneren als Eckpunkte der Basen zweier Pyramiden, 
deren resp. Spitzen Q) und P dadurch bestimmt werden, dass 

AP = AD,  BP=>BB ©P= 09: 
wenn dann die Spitze Q die Ebene innerhalb der inneren Hyperbel durchläuft. 
so beschreibt der Punkt P ein einflächiges Hyperboloid, dessen Focalhyperbel 
die innere und dessen Haupthyperbel die äussere der beiden gegebenen Hy- 
perbeln ist. 

$.9. Durch Vereinigung beider Grenzfälle ergeben sich die beiden 


Grenzhyperboloide: 








j a” y A 

H): + =1, 3=0, 
np n’—+-p 

; x” 2 | 

(H,): > > 2 en "ra 9 = * U - 0. 

m’—n n’+-p? 


wo als conjugirte Punkte zusammengehören: 


P,: z=ym+p‘.o, y=yn’+p’.Pf, 3=0, 
Pi z=ym—n.o, y=0, 3=yp-+n.Y, 
und überdies 
2’ SR PB DA 
a+—y = 1: 


aus diesen Beziehungsgleichungen ergiebt sich sofort: den Scheitelpunkten A, 
und A, der Focalellipse (H,) sind conjugirt die Scheitelpunkte A, und A, der 
Focalhyperbel (H,); jedem Punkte p, des Umfanges der Focalellipse, welche 
hier zugleich Kehlellipse von (H,) ist, entspricht als conjugirt ein Punkt p 
auf der x-Achse zwischen den Scheitelpunkten A, und A, der Focalhyperbel, 
d.h. ein bestimmter Punkt auf der Kehlellipse des Grenzhyperboloids (A,). 
welche hier in eine gerade Linie degenerirt, und jedem Punkte g, auf der 
Haupthyperbel von (H,) entspricht ein bestimmter Punkt g, auf der x-Achse. 
jenseits der Scheitelpunkte A, und A,, d. h. auf der verlängerten grossen 
Achse der Focalellipse. 

Vermittelst des /voryschen Theorems ergeben sich demnach folgende 
Relationen: 

AP: = Arpı, Aıpı = Apı: 

und 


A,G = Ag, A = Argqı, 
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woraus ferner: 


A;pı + A:pı = A,pı + Aıp: = 2 ym’+p‘, 


und 
A; 9ı — Arqı = A, p— A1q: — 2m —n’, 
d. h. 

Die Scheitelpunkte jedes der beiden Focalkegelschnitte sind die Brenn- 
punkte des anderen; und wenn man ferner noch beliebige zwei Paar anderer 
conjugirter Punkte beider Kegelschnitte (H,) und (H,) in Betracht zieht, p, und 
P>, Qı und g, so ergiebt sich: 

PR=PI, PR=PQ > 


und 
dıP: = QPı> YıP: = bPı; 
woraus 
PıR—-Pı = Pr —PrQı = PP; 
und 


pP t4Pı = Pt QP: = Iı9ı> 

wo das obere oder untere Vorzeichen zu nehmen ist, jenachdem die Punkte 
g; und g auf demselben oder auf verschiedenen Aesten der Focalhyperbel 
liegen: nimmt man nun im ersten Falle die beiden Punkte der Focalellipse 
p, und p, und im zweiten Falle die Punkte der Focalhyperbel g, und g als 
unveränderlich an, dagegen bezüglich die Punkte g, und p, als veränderlich, 
so sind auch resp. die Strecken pp, und g,g, als constant zu betrachten, und 
man erhält den Satz (Bd. XI. d. J. pag. 138): 

Wenn von zwei Kegelschnitten (einer Ellipse und einer Hyperbel) jeder 
die Brennpunkte des anderen zu Scheiteln hat, und ihre Ebenen zu einander 
senkrecht stehen, so sind jede zwei Punkte des einen räumliche Brennpunkte 
des anderen; d.h. nimmt man in der Hyperbel irgend zwei Punkte an, so ist 
die Summe oder Differenz ihrer Entfernungen von jedem Punkte der Ellipse 
constant, jenachdem sie in verschiedenen oder in demselben Zweige der Hy- 
perbel liegen, und umgekehrt sind je zwei Punkte der Ellipse so beschajfen, 
dass die Differenz ihrer Abstände von jedem Punkte der Hyperbel constant ist. — 

Die Krümmungslinien der confocalen Hyperboloide werden hier ersetzt 
durch Systeme confocaler Kegelschnitte, welche bei jedem der beiden Grenz- 
hyperboloide die Scheitelpunkte des anderen Grenzhyperboloids zu gemein- 
schaftlichen Brennpunkten haben. — 
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Das zweifache Hyperboloid. 


8.6. Die Gleichung desselben sei 


wo na <£p, so sind die confocalen zweiflächigen Hyperboloide enthalten in 
der Gleichung 


x” y’ 2” 


m’+o n’—o pP’—o 


ie ’ 





für die Werthe von go zwischen »’ und — m’; zwei conjugirte Punkte P und 
0 beider Hyperboloide haben zu Coordinaten: 


ce = ma, y=np’, 2=py 
und 





ei m’-+0 4-1 n—o.ß, =} p--o 7 > 








wo 
ey = 1. 

Eine erste Grenze dieser confocalen Hyperboloide entspricht dem Werthe 
o=n': lässt man gleichzeitig »’—o und y verschwinden, so wird für die 
Punkte des Grenzhyperboloids 

z=ym-n’.o, y=(0, 2z=yYp-—n‘.y, 
d.h. weil 
_ Zu: Ei . m 


so reducirt sich dieses Grenzhyperboloid auf den ausserhalb der Focalhyperbel 


Li . = 1, w=®ö 


m’+n? p’—n? 
liegenden Theil der Ebene dieser Hyperbel. Setzt man «—y'’=1, d.h. %=0, 


gegebenen Hyperboloid, welche de- 


so entsprechen den Punkten P auf dem g 


Iinirt werden durch die Gleichungen 
x vo 
ee 1, ! =(, 


also auf der Haupthyperbel dieses Hyperboloids liegen, die Punkte Q auf der 
Focalhyperbel, und es sind diese Punkte P und Q zugleich conjugirt in Be- 
ziehung auf diese beiden confocalen Hyperbeln. Der /vorysche Satz ergiebt 
demnach folgende Erzeugungsweise des zweiflächigen Hyperboloids: 

Nimmt man drei beliebige Punkte A, B, C auf einer Hyperbel und die 


conjugirten Punkte A,, D,, C, auf einer confocalen äusseren Hyperbel resp. 
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als Eckpunkte der Basen zweier Pyramiden mit den Spitzen Q und P, so 
dass die Seitenkanten 

PA,A=0A, PB,=0B, PO=0tC, 
und der Punkt Q durchläuft die Ebene ausserhalb der zweiten Hyperbel, so 
beschreibt der Punkt P ein zweiflächiges Hyperboloid, welches die äussere 
der beiden gegebenen Hyperbeln zur Focalhyperbel, die innere zur Haupt- 
hyperbel hat. 

Den Brennpunkten der Focalhyperbel entsprechen auch hier als con- 
jugirt die Nabelpunkte des Hyperboloids, und ebenso Kegelschnitten, welche 
auf dem Grenzhyperboloid confocal der Focalhyperbel gezogen sind, Krümmungs- 
linien des Ilyperboloids, woraus sich ganz dieselben Folgerungen für die Con- 
struclionen der Krümmungslinien auf dem Hyperboloid mit Hilfe der Nabel- 
punkte ergeben, wie früher ($.2) beim Ellipsoid. 

Eine zweite Grenze entspricht dem Werthe o=—m': lässt man näm- 
lich x und o°--m gleichzeitig verschwinden, so wird für die Punkte dieses 


IHyperboloids 





2=0, y=yntm'.ß, 2= yp+m'.y, 
wo 


92 
> 


u. y” — o—1, 


| 

also keiner Beschränkung unterworfen ist. Dieses Grenzhyperboloid (H. 
kommt also mit der ys-Ebene in ihrer ganzen Ausdehnung überein. 

Dem Mittelpunkte des gegebenen Hyperboloids (MH), als einem Punkie 

des Grenzhyperboloids (/7), sind conjugirt die beiden Scheitelpunkte von (I. 

ebenso der y-Achse und z-Achse, als geraden Linien auf (H,), resp. die 

Haupthyperbeln von (4) auf der @y- und xz-Ebene, und den Punkten, in 

welchen die y-Achse von der Focalellipse des Hyperboloids durchschnitten 


wird, nämlich 
d.h. für 
'p’—n’ — 'm’+p? 
IA, . f E une E35 Ab - un a 

v=0, P=-3I1., = ti14=- 415 

entsprechen als conjugirt die Punkte 
/m’-+- p? '_ 
T tm), y=tzni——; s;=WU, 


d.h. die Nabelpunkte des Hyperboloids; endlich, dem Früheren analog, den 
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heiden Systemen von conflocalen Kegelschnitten in der zy-Ebene, welche zu 
oemeinsamen Brennpunkten die Durchschnittspunkte der y-Achse mit der Focal- 
ellipse haben, die beiden Systeme von Krümmungslinien des Hyperboloids. 

Zu einer Erzeugung des zweillächigen Hyperboloids nach der in den 
früheren Fällen befolgten Methode, nämlich mit Hülfe des lvoryschen Satzes 
und unter Zugrundelegung von drei Paaren conjugirter Punkte auf einer Haupt- 
hyperbel und der entsprechenden imaginären Hauptachse, lassen sich die eben 
dargestellten Beziehungen des Grenzhyperboloids (H,) zu dem gegebenen Ilyper- 
boloid (H) nicht benutzen, weil jede drei solche Punkte von (H,) auf einer 
seraden Linie liegen, also nicht als Eckpunkte der Basis einer Pyramide, deren 
Seitenkanten bestimmte Längen haben, zu Constructionen im Raume angewandt 
werden können. Dagegen lässt sich aus diesen Beziehungen umgekehrt eine 
Erzeugung der Ebene ableiten: nimmt man nämlich drei beliebige Punkte A, 
B. C auf einer Haupthyperbel, z. B. derjenigen der @y-Ebene, an und die 
conjugirten Punkte A,. B,, €, auf der y-Achse, und zwar die ersteren als 
Eckpunkte der Basis einer Pyramide, deren Spitze Q die y3-Ebene durch- 
laufen soll, und construirt zu jedem Punkte Q den conjueirten Punkt P über 
der geraden Linie A,b,C, so, dass AP=AQ, B,P=BQ, C,P=C0, so liegt 
jeder Punkt P auf einem Kreise, dessen Ebene senkrecht auf der Linie A,B,C, 
steht. Alle diese Kreise erfüllen den ganzen Raum ausserhalb des einflächieen 
Hyperboloids, welches sich durch Umdrehung der Hyperbel, auf welcher die 
Punkte A, B, C angenommen sind, um die Linie A,B,C, als Achse ergiebt: 
umgekehrt entspricht jedem Punkte P des Raumes ausserhalb dieses Umdrehungs- 
hyperboloids ein bestimmter Punkt Q der y3-Ebene. 

Bezeichnet man die Distanzen der Punkte A,. B,. Ü, in einer be- 
stimmten Reihenfolge 

=, CA=b, Ab=6o., 
so dass 
a+b+c =$, 

und die Entfernungen des Punktes P von A,, B,. €, resp. durch p., ps, Pe: 
so hat man für eine beliebige Lage des Punktes P im Raume die identische 
Relation 


ap. +bp+tep+ abc =. 
Hieraus ergiebt sich, dass, wenn man die Eckpunkte eines Dreiecks 
ABC mit einem Punkte Q im Raume verbindet, für welchen 
QA=P.; Vb=p:, VC=p. 
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ist, und man die Lage des Punktes Q verändert, so dass 
a,p.+ b,ps+ cp+ abc =, 
wo a,, b,, c, beliebige Constanten sind mit der Beziehung 
a+b+c =, 

alsdann der Punkt Q eine Ebene senkrecht zu der des Dreiecks ABC be- 
schreibt. Oder: 

Wenn die Seitenkanten einer Pyramide mit der Basis ABC und der 
Spitze Q übereinstimmen mit den Verbindungslinien eines Punktes P mit drei 
in einer geraden Linie liegenden Punkten A,, B,, Ü,, so dass 

PA,=0A, PB,=0B, PC=0(, 

und ausserdem vorausgesetzt ist, dass die gegenseitigen Entfernungen der Punkte 
A,, B,, C, grösser sind als die der entsprechenden Punkte A, B, C: wenn 


dann der Punkt P seine Lage beliebig verändert, so beschreibt die Spitze 0 
eine bestimmte Ebene senkrecht zu der des Dreiecks ABC. 


$.7. Die Zusammenstellung beider Grenzfälle liefert die beiden Grenz- 
hyperboloide: 


2 


[4 


ir ee 


4 m’+n? p’—n’ 





und 





Be u u 


nm? ' p’-+ m? 
von denen das letztere mit der yz-Ebene in ihrer ganzen Ausdehnung über- 
einkommt: als conjugirt ergeben sich die Punkte 


P: z=ym+n.a y=0, 3=yp-—n‘.y 
und 
P.: z=0, y=yn’+m.ß, 3= yp’-+m.y, 
wo 
e— Bay = 1. 

Der Grenzhyperbel von (H,), d.h. wenn 5 den Werth Null hat, ent- 
spricht auf (H,) eine bestimmte gerade Linie, die s-Achse, ferner der =-Achse, 
soweit dieselbe auf (H,) liegt, auf (H,) die y-Achse, und den Brennpunkten 
F, und F, als Punkten von (H,). zwei bestimmte Punkte F, und F, auf der 


y-Achse als Punkte von (H;), nämlich welche vom Anfangspunkte der Co- 
ordinaten die Entfernung +yp’—n’ haben. 

Den beiden Systemen confocaler Kegelschnitte mit den Brennpunkten 
F, und F,, soweit dieselben das Grenzhyperboloid (H,) überdecken, sind con- 
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jugirt die beiden Systeme confocaler Kegelschnitte mit den Brennpunkten F, 
und F, auf der yz-Ebene, so dass man jedes System confocaler Kegelschnitte 
als ein System von Krümmungslinien einer Fläche zweiten Grades ansehen kann. 

Mit Anwendung des /voryschen Theorems erhält man demnach fol- 
senden Satz: 

Wenn drei auf einander senkrechte gerade Linien, etwa als Coordinaten- 
achsen mit dem Anfangspunkte O0, gegeben sind, und auf zweien von ihnen. 
eiwa der z- und y-Achse, feste Punkte F, und F,. F, und F,, so dass 

FO=F O0 und FRO0=F;0, 
als Brennpunkte gleichartiger Kegelschnitte, d.h. zweier Ellipsen oder Hyperbeln 
in der xz- und yz-Ebene, und bei denen die Scheitelpunkte eines jeden Kegel- 
schnitts von den Brennpunkten des anderen gleichweit entfernt sind: wenn 
man alsdann auf diesen Kegelschnitten alle Punkte p, und p,, g, und q;.. ... 
als conjugirte bestimmt, für welche 
p R=p:F,, u... 
d.h. deren jedesmalige Abstände von den Brennpunkten des anderen Kegel- 
schnitts gleich gross sind, so ergiebt sich 
Do = PA: 

Die conjugirten Punkte p, und p,. g, und 9 ... beider Ebenen lassen 
sich auch hier unabhängig von den Kegelschnitten, auf denen ihnen eben eine 
Lage angewiesen wurde, construiren als die Spitzen zweier dreiseiligen 
Pyramiden, deren Basisdreiecke A,B,C, und A,B,C, zu Eckpunkten haben 
conjugirte Punkte der beiden Ebenen, und deren Seitenkanten bestimmt sind 
durch die Beziehungen 

pA=PpAı, PpıB=p:B, Pp&=pÜ: 
wenn im Besonderen die Spitze p, die s-Achse durchläuft, so beschreibt die 


Spitze p, die Hyperbel 


5) 


. 


T 3 
er en Zi > = “ Y —(. 
mn p—n ee 





Die Paraboloide. 


$.8. Die Gleichung eines elliptischen Paraboloids sei 


y? 2? 
Y u » 
u v 
und die eines confocalen Paraboloids 
y” 2 Ka 
I - —— 7 u id . 
„re v-+g 4 
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wo etwa «>>v sein mag. Zwei Punkte P und 0, deren Coordinaten sind 





„an ge yu A 3 = v.Y 








0 | 
nn — M.. — R / ir on As 
T=0—-7:; y=yu+o.ß, 2=yv+o.Y, 


wo 

PH+y = u, 
heissen einander conjugirt. Die Gleichungen zweier anderen conjugirten Punkte 
P, und 0, mögen aus denen von P und Q erhalten werden, indem man an 
die Stelle von «, 9, y selzt a. P,, /ı, So ergiebt sich die Richtigkeit des 
Ieoryschen Satzes, d.h. dass 

PO, = PP 
ist. durch dasselbe einfache Verfahren wie in $. 1. Wenn man stalt » und 
y selzt —v und yy—1, und dann gleichzeitig —v, —u, yy—1, Py—1 statt 
v, u, y, P, so erhält man denselben Satz für confocale hyperbolische Para- 
boloide und elliptische Paraboloide mit entgegengesetzter Richtung der Achse. 

Elliptische Paraboloide mit derselben Richtung der Achse gehören zu 

allen positiven Werthen von o und zu den negativen bis zum Werthe —v: 
lässt man o bis zu diesen Grenzwerthen abnehmen, so werden die Punkte 0 
des confocalen Paraboloids 





| 2 e 
z=e0+n: 95 u-v.ß, 3=0, wo P<o, 
d.h. es redueirt sich das Paraboloid auf seinen Grenzfall 
Ben! ii v 
— cr — — 3 —=0 
u v 4 


nämlich auf das Stück der xy-Ebene innerhalb der Focalparabel. Dem Brenn- 
punkte dieser Focalparabel sind conjugirt die Nabelpunkte des Paraboloids 
u.s.w. Im Ganzen ergeben sich hier die analogen Resultate, sowohl in Be- 
treff der gegenseitigen Beziehungen des Paraboloids zu seiner Grenzfläche als 
in Betreff der Constructionen, wie in $. 1 beim Ellipsoid; nur giebt die selbst- 
ständige Herleitung der Bedingung, welche erforderlich ist, damit zwei Drei- 
ecke ABC und A,B,C,, deren Eckpunkte conjugirte Punkte sein sollen, sich 
confocalen Parabeln einschreiben lassen, zu einigen Bemerkungen Veranlassung. 
Diese Bedingung (Vergl. Seite 201) ergiebt sich einfach aus folgenden zwei 
Sälzen: 

I. Conjugirte Sehnen confocaler Parabeln begrenzen auf der gemein- 
schaftlichen Achse derselben Strecken, welche unabhängig von der Lage der 
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conjugirten Punkte, durch welche die Sehnen gelegt sind, gleich sind der 
Scheiteldistanz beider Parabeln. 
Zum Beweise dieses Satzes nehme man irgend zwei Punkte der Parabel 


! 


—— = 104, 
“rg 4 
welche etwa bestimmt seien durch die Gleichungen 
=yuto.ß und ,=oa,—+ = yu+g.ß 
nmyf r0%./ un au u Z 1ı — yUuUTO./ı> 
wo 
A 


For wi As, 


so ist der Durchschnittspunkt der Verbindungssehne beider Punkte mit der Achse 





auf dieselbe Weise ergiebt sich für die Verbindungssehne der conjugirten 


Punkte einer zweiten confocalen Parabel mit dem Parameter o;: 





Ed Pa A = —- BB. n=0, 
a re ae a 
so dass die Distanz beider Schnittpunkte wird 
a A ie 
, 4 . 


also unabhängig von den Constanten «, &,. ?, ?,, Welche die Lage der auf 


den Parabeln angenommenen Punkte bestimmen, und zwar gleich der Scheitel- 
. . y Fe . . 
distanz der beiden confocalen Parabeln. Derselbe Werth pr ergiebt sich 


für den Unterschied der «-Coordinaten jeder zwei conjugirten Punkte beider 
Parabeln, d.h. 

II. Die Entfernung der von conjugirten Punkten confocaler Parabeln 
auf die Achse gefällten Lothe ist unabhängig von der Lage dieser Punkte, 
nämlich gleich der Scheiteldistanz der Parabeln. 

Man kann demnach jede zwei Dreiecke ABC und A,B,C,. deren Eck- 
punkte conjugirte Punkte confocaler Parabeln sind, der Achse parallel so ver- 
schieben, dass die Durchschnittspunkte der correspondirenden Seiten auf der 
Achse liegen, diese also die Collineationsachse beider Dreiecke wird, und dass 
zugleich die Verbindungslinien der entsprechenden Eckpunkte die Achse senkrecht 
durchschneiden. Verschiebt man jetzt das eine Dreieck mit den Eckpunkten 
auf diesen parallelen Verbindungslinien, so rückt auch die Collinealionsachse 
sich selbst parallel fort, und bewirkt man durch diese Verschiebung endlich 


das Zusammenfallen zweier entsprechenden Eckpunkte, z. B. von A und A, 


29 * 
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in «, so geht die Collineationsachse senkrecht zu den Projectionsstrahlen der 
anderen Eckpunkte ebenfalls durch den Punkt «. Nennt man nunmehr die 
Winkel dieser Achse mit den Seiten BC und B,C, resp. p und Y,, ferner 
die Durchschnittspunkte der Senkrechten BB, und CC, mit der Achse 5 und 
y, die Seiten BC, CA, AB, B,C,,. C,A,, A,B, resp. a, b, c, a,, b,, ec, und 
den Durchschnittspunkt der Seiten a und a, P, wo also P zugleich auf der 
Collineationsachse liegt, so erhält man die Gleichungen 

































| 1 1 I 
2 u : 6 2 2 ? \ 
a— da, = — — 5 )= »y (to’p—Tlo”c 

1 f cos’p cos’ p, l ms _ / le) fı)» 


2 2 = MR. De DE, 96 Ir vn 2 
bb, =ly—-Cy=Prltgp-tgpi), 


ea = BpP—-BAf= PM py—tEyp); 





folglich, wenn man den Factor ylg’y—tg’y, kurz durch bezeichnet: 


1 
F 
Py=f: Ya—a;, Py=f. Yb®—-b, PB=f.yd—-d, 
und weil «, %, y in einer geraden Linie liegen, d. h. 
Py+yYP+Pp = 0 
ist, so ergiebt sich als die gesuchte Beziehungsgleichung zwischen den Seiten 
der beiden Dreiecke ABC und A,b,C,,. deren Eckpunkte conjugirte Punkte 
confocaler Parabeln sein sollen: 
Yye-a +yb-b+ye-c = 0, 
wo die Wurzeln mit passenden Vorzeichen zu versehen sind. 
Ferner ergiebt sich für das Verhältniss der Abschnitte, in welche die 
Seiten « und a, durch den Punkt P getheilt werden, d.h. für das Verhältniss 
der Abschnitte dieser Seiten durch eine gerade Linie, welche der Achse der 
Parabel parallel durch den gemeinschaftlichen Gegeneckpunkt « gezogen wird, 


PB:PC = PB,: PC, = PP: Py = yd— d:yb—bi, 


wo wiederum die Wurzeln mit passenden Vorzeichen zu versehen sind, so dass 





der Punkt P innerhalb der Seiten a und a, oder ausserhalb derselben, und 
zwar alsdann jenseits des Punktes B oder des Punktes C liegt, jenachdem 
die Beziehungsgleichung zwischen den Seiten der beiden Dreiecke eine der 
drei Formen hat: 

Yb-b+ye—c = ya’-—a,, 

Ye—c+ya’—a, = yb—bi, 


ya—a+yb’—-b; = ye 
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Wenn man also in einem der gegebenen Dreiecke, z.B. im Dreieck 
ABC, irgend eine Seite im Verhältniss der Quadratwurzeln aus den Differenzen 
der Quadrate der entsprechenden anderen beiden Seitenpaare theilt, unter Be- 
achtung der eben erwähnten Regel der Vorzeichen. und den Theilpunkt mit 
dem gegenüberliegenden Eckpunkt verbindet, so giebt diese Verbindungslinie 
die Richtung der Achse der umschriebenen Parabel an. so dass die Con- 
struclion dieser Parabel nunmehr zurückkommt auf die Construction einer 
Parabel, von welcher drei Punkte und die Achsenrichtung gegeben sind, oder 
weil man die Parabel ansehen kann als einen Kegelschnitt, von welchem ein 
Punkt und die zugehörige Tangente im Unendlichen liegen, auf die ÜCon- 
struction eines Kegelschnitts, von welchem vier Punkte und die Tangente in 
einem dieser Punkte gegeben sind. (Vergl. Brianchon, mem. sur les lignes 
du sec. ordre, Art. 48). Zieht man von A und B die Parallelen AX und PR} 
mit der Achse, von denen die erstere die Seite BO 


im Punkte 1 durehschneiden mae. so durchschneidet 


5) 
die Verbindungslinie eines beliebigen vierten Punktes 
P der Parabel mit A die Paralleie Yin einem Punkte |, a x 


3. so dass die Verbindungslinie (1,3) parallel ist 


der Verbindungslinie CP: denn man kann AX, XY Ku 





(die Tangente in den im Unendlichen zusammen- nu } 
fallenden Punkten X und Y der Parabel), YB, BC, 1 
CP, PA ansehen als die Seiten eines der Parabel 
eingeschriebenen Sechsecks, für welches nach dem Be 
Pascalschen Satze die Durchschnittspunkte der 

Gegenseitenpaare, nämlich Punkt 1, oder (AX, BC), 2 oder (XY, CP) in un- 
endlicher Entfernung auf CP, endlich Punkt 3 oder (YB, PA) auf einer geraden 
Linie liegen, d.h. die Linien (1,3) und CP sind parallel. 

Hyperbolische Paraboloide werden dargestellt durch die Gleichung 


9 2 


y » 3 


— | ——— mann j 1 


u+ro v—o 4 





für 
, >0>-L. 


Eine erste Grenze dieser Paraboloide entspricht dem Werthe o =r: 
lässt man v—o und z gleichzeitig verschwinden, so wird für die Punkte dieses 


Grenzparaboloids 





v 


si u Lv AR be ce - 22 
T=0-7, yzyutr.Pß, sn. woe B>«, 
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d.h. dieses Grenzparaboloid bedeckt alle ausserhalb der Focalparabel 


y" v 
’_ = og 3 —=0 


u+v 4’ 
liegenden Punkte der @y-Ebene. Dasselbe umschliesst wie ein scheibenförmiger 





Gürtel die confocalen hyperbolischen Paraboloide, welche kleineren positiven 
oder den negativen Werthen des Parameters g bis —ı entsprechen. 

Der Zusammenhang der Tangenten der Focalparabel, welche hier voll- 
ständig auf dem Grenzparaboloid liegen, und der Generatrices des Paraboloids 
ist derselbe wie früher beim einflächigen Hyperboloid ($. 4). 

Eine zweite Grenze der confocalen hyperbolischen Paraboloide ent- 


spricht dem Werthe og = —ıu: lässt man «-+o und y gleichzeitig verschwinden. 
so werden die Punkte dieser Grenzfläche 

ui a o Y>a 

T=077: y-V), z=yvru.Yy, W Y P 


d.h. dieses Grenzparaboloid bedeckt vollständig den ausserhalb der Focalparabel 


2 

S 1} 
— — — Fi; u ud . 
v+u 4 


liegenden Theil der x3-Ebene. 





yo 


Durch Zusammenstellung endlich beider Grenzwerthe ergiebt sich, dass 
auch jede zwei Punkte einer Focalparabel angesehen werden können als räum- 
liche Brennpunkte für die Punkte der zweiten Focalparabel, d. h. für welche 
die Differenz der Verbindungsgeraden einen constanten Werth hat. (Vergl. $.5). 

Die confocalen elliptischen Paraboloide, welche enthalten sind in der 
Gleichung 

22 
ec te Bu 
für die Werlhe —v <e<Z x, unterscheiden sich von den anfänglich be- 
trachteten nur durch die Richtung der z-Achse und geben zu besonderen 


Bemerkungen keinen Anlass. 





Der Regel. 


$.9. Die Gleichung eines Kegels sei 


wo m > n, und die eines confocalen Kegels 


2 2 2 


- 


x Er 0, 


m’+o  n’+o p’—g 
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wo P>e>-—n. Conjugirte Punkte dieser Kegel werden dargestellt durch 
die Gleichungen 
’ ww a 
en mo, Y = ">, P<) -PY;> 





2 


= \ nn Ar r I (9? ar? 
= y9—0.Y, wo & 7/77 d. 


[A 


z=ym+o.0, y= Yn’+o. P, 
Auch hier gilt der /vorysche Satz, wie leicht nachzuweisen ist. Conjugirte 
Punkte sind die Scheitelpunkte jeder zwei confocalen Kegel: daraus folgt. 
dass jede zwei conjugirte Punkte confocaler Kegel gleiche Entfernung haben 
von dem gemeinsamen Scheitelpunkte, dass also die zusammengehörigen con- 
jugirten Punkte des ganzen Systems von Kegeln auf einer Kugellläche liegen, 
so dass concentrische Kugeln die beiden Systeme confocaler Kegel ergänzen. 
Zugleich ergiebt sich hieraus, dass das eine System von Krümmungslinien 
eines Kegels ein System sphärischer Kegelschnitte ist. 

Ein erster Grenzfall für die confocalen Kegel entspricht dem Werthe 


o=yp: alsdann werden die conjugirten Punkte des confocalen Kegels 


2 = Ym’+p*. u 7 yn- p°.ß, s=0, wo a +A>0, 

d.h. beliebige Punkte der xy-Ebene: der Grenzkegel also bedeckt die ganze 
zy-Ebene. Wenn sich ein Punkt des Grenzkegels auf einem Kreise der 
zy-Ebene, der um den Anfangspunkt der Coordinaten als Mittelpunkt be- 
schrieben ist, bewegt, so beschreibt der conjugirte Punkt auf dem gegebenen 
Kegel, weil er immer dieselbe Entfernung vom Scheitelpunkte hat als jener. 
einen sphärischen Kegelschnitt, und zwar welcher mit dem ersten Kreise auf 
derselben Kugel liegt. 

Der zweite Grenzfall gehört zum Werthe o = —»': die conjugirten 
Punkte sind alsdann dargestellt durch die Gleichungen 


% ) ) 


z=ym—-n.o, y=0, z=yp’4n’.y, wo a>y: 
dieselben liegen also auf der ez-Ebene zwischen den beiden Geraden 
x” 2° 
A SEE 


m’—n"  p’-+n’ 


s Y nun 0, 
und zwar in denjenigen Feldern dieser Ebene, welche ganz innerhalb des 
gegebenen Kegels liegen. Diese beiden geraden Linien sind die gemein- 
schaftlichen Focallinien der confocalen Kegel. Wird 

a 3 


liegt also ein Punkt des Grenzkegels auf einer der Focallinien selbst, so wird 


der conjugirte Punkt des gegebenen Kegels 
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x” z 
2 Aen T NE TER | 
m p ‘ 


also ein Punkt des Durchschnitts der zy-Ebene mit dem Kegel. 

Man kann jetzt in derselben Weise wie früher den /eoryschen Satz an- 
wenden zur Construction eines Kegels vermittelst zweier dreiseitigen Pyramiden, 
deren Seitenkanten übereinstimmen, und für welche die Eckpunkte der Grund- 
flächen conjugirte Punkte sind confocaler gerader Linien. d. h. welche die- 
selben Halbirungslinien haben, indem man die Spitze Q der einen Pyramide 
die Ebene ihrer Basis durchlaufen lässt. Natürlich sind dabei die Eckpunkte 
der Basen auf verschiedenen Geraden zu wählen. Weil nun conjugirte Punkte 
confocaler Kegel gleichweit vom gemeinschaftlichen Scheitelpunkte abstehen, 
so stimmen die basisdreiecke jedesmal in einer Seite überein. 

Wenn der Punkt Q in der Ebene zwischen den beiden Focallinien 
eine gerade Linie (@) durchläuft, so beschreibt der conjugirte Punkt P auf 
dem Kegel einen Kegelschnitt, dessen Ebene senkrecht steht auf der Ebene 
der beiden Focallinien: dieser Kegelschnitt ist Ellipse, Hyperbel oder Parabel. 
jenachdem die von Q beschriebene Gerade nur dem einen der beiden Scheitel- 
winkel, welche die Focallinien innerhalb des Kegels bilden, angehört, oder 
beide durchschneidet, oder einer dieser Linien parallel ist. In der That ent- 
sprechen den Durchschnittspunkten der Geraden (@) mit den Focallinien die 
Scheitelpunkte und jedem unendlich entfernten Punkte derselben ein unendlich 
entfernter Punkt des conjugirten Kegelschnittes, so dass der letztere Ellipse. 
Parabel oder Hyperbel ist, jenachdem (@) zwischen den Focallinien im Innern 
des Kegels keinen, einen oder zwei Punkte im Unendlichen hat. 


Die Cylinder. 


$. 10. Die Gleichungen zweier confocalen elliptischen Cylinder seien 


2 2 2 2 
x ? x uU 
ur e =1 we ——+ I — —1, 
m n m nu 0 N —- 0 
wo m>n und o > —n’ sein mögen, und zwei conjugirte Punkte derselben 


bestimmt durch die Gleichungen 


/ _— /) —/ 
z=me, yzn), 3=u 





z=ym’+o.a, y=yn-+o.P, 3=L 
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Conjugirte Punkte liegen demnach in gleicher Entfernung von der xzy-Ebene, 
und der /vorysche Satz ergiebt sich unmittelbar als richtig aus seiner Gültig- 
keit für die confocalen Kegelschnitte, weil er alsdann für die Projectionen 
conjugirter Punkte auf die @y-Ebene stattfindet. Dasselbe gilt für die hyper- 
bolischen Cylinder, welche durch die oben betrachteten Gleichungen dargestellt 
werden, wenn man gleichzeitig » und 5 in ay—1 und Ay-—1 verwandelt. 

Ein Grenzfall der confocalen elliptischen Cylinder tritt für den Werth 
o=-—n ein. Der zugehörige Grenzeylinder ist der Parallelstreifen der x2- 
Ebene zwischen den Parallelen 


Den Punkten A,, D,, C, auf den Focallinien selbst entsprechen als conjugirt 
Punkte A, B, C auf dem Hauptschnilt des Cylinders mit der xz-Ebene, d.h. 
auf den Scheitellinien des Cylinders. Um diese Punkte als Eckpunkte der 
Basisdreiecke zweier Pyramiden mit den Spitzen P und Q in der früheren 
Weise zur Construction des Cylinders benutzen zu können, nehme man an. 
dass zwei derselben, z.B. A, und B,. auf einer der Focallinien, C, auf 
der anderen liegen: alsdann fallen auch die conjugirten Punkte A und B auf 
die eine, C auf die andere Scheitellinie, und es ist leicht zu sehen. dass 
AB, = AB und die Verbindungslinie CC, senkrecht auf AB und A,B,., d.h. 
BC5—A,C/ = BO’—AC” ist, dass also die beiden Basisdreiecke in einer Seite 
und der Differenz der Quadrate der beiden anderen Seiten übereinstimmen, 
und endlich, dass BC>B;ÜC, und AU A,C,.. 

Zu jeder den Focallinien parallelen Geraden als Ort des Punktes Q 
gehören als conjugirt auf dem Cylinder zwei Generatrices desselben, und zwar 
welche zugleich auf dem confocalen hyperbolischen Cylinder liegen, der durch 
die Parallele geht. Jeder zu Ab senkrechten Geraden entspricht auf dem 
Cylinder die Ellipse, deren Ebene senkrecht zu AB durch diese Gerade ge- 
legt ist, so dass hier das System paralleler, die Generatrices des Cylinders 
senkrecht durchschneidender Ebenen als drittes System confocaler Flächen 
die beiden Systeme confocaler elliptischer und hyperbolischer Cylinder ver- 


vollständigt. 
Die confocalen Ayperbolischen Cylinder, welche in der Gleichung 
2° y 
2. ale 
m +0 n"— 0 
für die verschiedenen Werthe von 0, welche der Ungleichheit »°’ > o > —m’ 


genügen, enthalten sind, mit ihren Grenzfällen für die Werthe o=»' und 
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o=—m’, von denen der erste mit der x3-Ebene, soweit sich dieselbe ausser- 
halb der beiden Focallinien erstreckt, der letztere mit der yz-Ebene in ihrer 
ganzen Ausdehnung übereinkommt, nehmen für sich kein neues Interesse in 
Anspruch; nur ist in Beziehung auf die Erzeugung dieser Cylinder durch 
zwei Tetraeder mit conjugirten Grunddreiecken zu bemerken, dass zum Unter- 
schiede mit den vorhin behandelten elliptischen Cylindern hier BÜ<ZB,C, und 
AU A,C, ist, so dass sich im Ganzen folgendes Resultat ergiebt: 

Wenn zwei dreiseitige Pyramiden gegeben sind mit den Basen ABO 

und A,B,C, und resp. den Spitzen Q und P, und in denen 

AP=A40, BP=BVQ, GP=(CQ, 

AB= A,B,, BC’— AC’ = B,C’— A,Cı, 
und die Spitze O durchläuft die Ebene der Basis ABC, so beschreibt der 
Punkt P einen Cylinder, und zwar einen elliptischen Cylinder, wenn & ABU 
> A,B,C,, dagegen einen hyperbolischen, wenn & ABC <ZA,B;C, ist. 

Wenn der Eckpunkt C auf die Seite AB zu liegen kommt, d.h. das 
Dreieck ABC verschwindet oder AC+BOC = AB wird, so degenerirt der von 
P beschriebene hyperbolische Cylinder in eine auf der Ebene des Dreiecks 
A,B,C, senkrechte Ebene. (Vergl. $.6 zu Ende.) 


Die Umdrehungsflächen. 


$. 11. Bei den Umdrehungsflächen der Ellipse, Hyperbel und Parabel um 
eine ihrer Achsen sind wesentlich zwei Fälle zu unterscheiden, jenachdem die 
Umdrehung um diejenige Achse stattfindet, mit welcher bei Betrachtung des 
ganzen Systems confocaler Kegelschnitte die von Jacobi sogenannten Grenzkegel- 
schnitte zusammenfallen, oder um die zweite Achse. 

Der erste Fall, welchem das verlängerte Sphäroid, das zweillächige 
Hyperboloid und das elliptische Paraboloid entsprechen, liefert insofern keine 
neuen Resultate, als hier der frühere Grenzkegelschnitt eine gerade Linie 
bleibt, sich also die bei der Discussion der Kegelschnitte mit Rücksicht auf 
die Jacobische Erzeugungsweise gefundenen Resultate unmittelbar auf die zu- 
gehörigen drei Umdrehungskörper übertragen lassen. Man erhält darum für 
diese drei Körper folgende Erzeugungsweise (Vergl. pag. 186): 

Wenn man über zwei festen Basen gg’ und ff' mit denselben Schenkeln 
Og=Pf, Og = Pf' Dreiecke beschreibt, und die Spitze Q des einen Dreiecks 
eine beliebig in derselben Ebene gegebene gerade Linie (@) durchläuft, so 





Hermes, die Jacobische Erzeugungsweise der Flächen zweiten Grades. 235 


beschreibt die Spitze P des anderen Dreiecks eine Umdrehungsfläche zweiten 
Grades, deren Achse der Richtung nach mit ff übereinkommt: die Umdrehungs- 
fläche ist ein verlängertes Sphäroid, ein zweiflächiges Hyperboloid oder ein 
Paraboloid, jenachdem die Projection hh’ der ersten Basis gg’ auf die Gerade 
(@) grösser, kleiner oder gleich der zweiten Basis ff’ ist. 

Ist die erste Basis gg’ gleich der zweiten ff’ und unter einem be- 
liebigen schiefen Winkel gegen (@) geneigt, so wird die Fläche ein Um- 
drehungskegel, ist gg parallel (@), so wird dieselbe ein gerader Kreiscvlinder, 
endlich wenn gg’ senkrecht auf (@), eine zu ff’ senkrechte Ebene. 

Der zweite Fall, welchem die Umdrehungskörper der Ellipse um die 
kleine Achse, der Ilyperbel um die imaginäre Achse und der Parabel um die 
unendlich entfernte Achse, d.h. das abgeplattete Sphäroid, das einflächige 
Hyperboloid und der parabolische Cylinder zugehören, schliesst sich insofern 
an die früheren Untersuchungen über das allgemeine Ellipsoid, das einflächige 
Hyperboloid und das hyperbolische Paraboloid an, als diese Flächen als con- 
focale Grenzllächen resp. einen Kreis, eine kreisförmig ausgeschnittene und 
eine geradlinig abgeschnittene unbegrenzte Ebene haben. Goncentrische Kreise. 
als confocale Kegelschnitte betrachtet, charakterisiren sich dadurch, dass die 
Verbindungslinien conjugirter Punkte durch den Mittelpunkt gehen, conjugirte 
Sehnen also parallel sind. Hieraus folgt, dass die zur Construction der beiden 
ersten Umdrehungsflächen zu Grunde liegenden Basisdreiecke einander ähnlich 
sein müssen. Also: 

Wenn über zwei ähnlichen Dreiecken ABÜ und A,B,C, als Grundflächen 
Pyramiden construirt werden mit denselben Seitenkanten 

AP=40 DBESIR,GF = 65B, 
und die Spitze Q) durchläuft die Ebene des Dreiecks ABC, so beschreibt die 
Spitze P eine Umdrehungsfläche zweiten Grades, und zwar ein abygeplattetes 
Sphäroid oder ein einflächiges Hyperboloid, jenachdem die erste Basis ABO 
grösser oder kleiner als die zweite Basis A,B,C, ist. 

Wenn die Seiten der zweiten Basis A,B,C, verschwindend klein werden. 
d.h. sich diese Basis auf einen Punkt redueirt, so wird das Sphäroid eine 
Kugel: in diesem Falle nämlich ist der einzige Punkt der Ebene des Dreiecks 
ABC, welcher als Ort der Spitze Q zur Erzeugung einer Fläche durch den 
Punkt P dient, der Mittelpunkt des dem Dreieck ABC umschriebenen Kreises. 

Der parabolische Cylinder endlich ist die erste von allen bisher be- 


trachteten Flächen zweiten Grades, zu deren Erzeugung die Ebene der ersten 
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Basis ABC als Ort des Punktes O nicht ausreicht: derselbe erfordert zu seiner 
Construction eine neue Ebene, sowie bei den Kegelschnitten die Parabel eine 
neue gerade Linie (@). Von den beiden Dreiecken ABC und A,B,C, mögen 
die Seiten AB und A,B, resp. auf der Scheitellinie und der Focallinie des 
Cylinders liegen: diese Seiten sind alsdann als Verbindungslinien conjugirter 
Punkte ($. 10) einander gleich. Der dritte Eckpunkt C, sei ein beliebiger 
Punkt auf der unbegrenzten Focalebene, soweit dieselbe durch den Grenz- 
eylinder bedeckt wird, so schneidet eine durch C, senkrecht zur Focallinie 
gelegte Ebene den Cylinder in einer Parabel (//) und die Focallinie in dem 
Brennpunkte F derselben: die zu C, gehörigen beiden conjugirten Punkte © 
des Cylinders sind die Schnittpunkte dieser Parabel (//) mit der durch ©, ge- 
henden confocalen Parabel (//,), welche natürlich eine entgegengesetzte Achsen- 
richtung hat. Die senkrechte Projection des von CE auf AB gefällten Lothes 
auf die Focalebene ist alsdann gleich dem Lothe von C, auf A,B,, weil die 
Subnormale einer Parabel doppelt so gross ist als die Scheiteldistanz des 
Brennpunktes. Es ergiebt sich also folgendes Resultat: 

Wenn man über zwei Dreiecken ABC und A,B,C,, in denen 

AB= A, B,, BC’—-AC’= BC/—A,C! 
ist, als Grundflächen Pyramiden errichtet mit übereinstimmenden Seitenkanten, 
so dass also 

AQ=AP, BOQO=BP, CO=GCP, 
und die Spitze Q durchläuft eine durch die Grundkante AB gelegte Ebene, 
für welche die senkrechte Projection des von Ü auf AB gefällten Lothes gleich 
ist dem Lothe von C, auf A,B,, so beschreibt die Spitze P einen parabolischen 
Cylinder, dessen Focallinie durch A,B, geht. 

Hieran mag sich zum Schluss noch eine sich übrigens von selbst ver- 
stehende Construction von zwei sich durchschneidenden Ebenen anreihen: man 
hat hierzu die Basisdreiecke ABC und A,B,C, als congruent anzunehmen und 
den Punkt Q eine beliebige gegen ABC geneigte Ebene durchlaufen zu lassen. 
Ist diese Ebene parallel der Ebene ABC, so wird durch die Spitze P der 
zweiten Pyramide ein System con zwei parallelen Ebenen erzeugt. 
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8.12. Es handle sich nunmehr um die Lösung der allgemeinen Aufgabe: 

Wenn zwei Dreiecke A,B,C, und A,B,C, gegeben sind als Grundflächen 
zweier Pyramiden A,B,C,Q und A,B,C,P, deren Seitenkanten übereinstimmen, 
so dass also 

PA: = BA PBi=0B,., PUÜ,=0GC, 
und wenn die Spitze Q der ersten Pyramide eine der Lage nach gegebene 
Ebene durchläuft, die Fläche zu discutiren, welche alsdann die Spitze P der 
zweiten Pyramide beschreibt. (Vergl. pag. 202.) 

Nach den bisherigen Entwickelungen kann man die Punkte A,, B,, ©, 
und A,, B,, C, ansehen als conjugirte Punkte zweier confocalen Flächen 
zweiten Grades, deren erstere vom Punkte P beschrieben wird, während die 
letztere als eine Grenzfläche des Systems mit der Ebene (E) übereinkommt. 
Es ist darum diese Ebene eine Hauptebene der ersten Fläche und demgemäss 
von vornherein die Richtung der einen Hauptachse dieser Fläche bestimmt. 

Um einen festen Ausgangspunkt zu haben, nehme man A,. B,. C,. 
die Eckpunkte der ersten Basis, an als beliebige Punkte des Ellipsoids 


E : 
Si: rn 
1.) m’ „ '» 1 


und A,, B,, C,, die Eckpunkte der zweiten Basis, als die conjugirten Punkte 
des Grenzellipsoids: 


2.) m’— p’ 


und zwar bestimmt durch die Gleichungen: 


— 1. sa 








c=meo, 2 "7 C=mo;, 
3.) A:siy=nß, Biiy=nfı, Giymnß, 
3=PpY >= pi; ad < i 
und 
jr — Ym’—p’.a, | = Ym’—p’.o,, |” == En 
(4.) A: , = Yn—p?. DB, Bi u = In—p. PB, 6 m — Yn’—p’.Pr, 
2 =, 3=0, 3—=0, 
wo 


5.) +4 = a+thtN=ethhr = 
Ferner seien A, B, © die Projectionen der Eckpunkte A,, B,, ©, der ersten 
Basis auf die Ebene (E) der zweiten Basis, d. h. gegeben durch die Gleichungen: 


c=ma, x = me,, C = mor, 


6.) A:y=np, B: \ = np, C:iy=nß, 
\; =(, Iz =), 2 =, 
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so kann man als gegeben ansehen die Längen der Seiten der Dreiecke A,B,C 
und A,B,C,, nämlich a,, d,, c, und a,, 5b,, c, und die Lothe von den Eck- 
punkten der ersten Basis auf die Ebene (E) der zweiten Basis, nämlich 
(T.) AA=5= py,; Bub = = PYı» CGC=6 = pY:» 
woraus sich sofort die Quadrate der Seiten des Dreiecks ABC ergeben: 

je — (=) = m (u -)+n’ (Pe) 

(8.) = b—-(&-6 ) = rs — ea. + n°(P% - 

le = =&-(5 -—5)” =m’(a —a,)+n’(P — 
dagegen sind zu bestimmen die Werthe von m’, n’, p’ in den Constanten 
ce, P, y, d.h. die Hauptachsen der von P erzeugten Fläche ihrer Länge und 
Lage nach. 
Ehe ich zur Bestimmung dieser Werthe übergehe, erinnere ich an eine 


Umformung der Determinante 

a, FE Panne Te 
I, Op 
1 


„» Cs Eu» En! 
t 


| 


| 1. Ca» CC} » Ca 





in welcher e,,=c,, und die Elemente mit gleichen Indices verschwinden, nämlich 
9) S= -(S,-+8:). 
wo 
Cs ' Cs ” | 1—c0; 1-5 1m 
S,=|Co; Cu; En, und 8: [1 1-0, 1-cu1, 1-—c. | ’ 
| Cs ie Ca) I1—cyu. 1-6,»  PERSER 


Aus den Gleichungen 


n = m (4, —0) +0 (P— Pr) +p' Yı?3) » 
| a A 
b, = m(m—a )+na—-P )+p(ya—Y)"; 
2 %/ a a 08 
40) co = m(a —a)+n(P —Pı)+tp(y —7)) 
\ .) 2 2 B) p) 1: p) ) 
j u = u a EA —). 
bi = (m’—p?)(—o + ("pr Ar—P ). 
M BR { ER 2\/ eh \2_ { Rn 2\ G}| PR: 2 \2 
a = (m’-p’)(a —a,) + (n—p')\(P —Pı) 
erhält man zunächst durch Subtraction die folgenden: 
2 2 |, Mile a 
U, = a,—a) = — =9 [fo — ) HP —P> J + vie 2) J 
| = 2p°(1 wa ren 








(11.) 
\ / \ 2 > 2/ f ) Ay Af \ 
o=b—-bi = 2p (1-o; u PP ws 


0, = 6 = %p(1—o —P Pr 71): 
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um hieraus den Werth von p’ abzuleiten, berechne man etwa den Werth der 


Determinante 
| 0, 5. Mr | 
tu! ii a 
12. w=—|, | |. 
| u 2, | 


1, EP 


d.h. des 16fachen Quadrats des Inhaltes des Dreiecks, welches zu Seiten hat 
Yuya Y%os YWo, wenn ein solches Dreieck überhaupt möglich ist, so wird 
derselbe. wenn man 
1— 0,0, — BP, —YyYı = Ca 
setzt. indem man für «,. ©,. %, die Werthe aus den Gleichungen (11.) ein- 
führt und den Factor 2p° vor die Determinante schaflt, 
ee re 


| 
I 
| 


4 | 


| 
| 
| 


C Ü Cn 
by) (x), 019 02 
—U) — 4» 


by) Cu» Ci by) Cı2 | 


ee 


„ Co, Cay En! 
in welcher Determinante die Elemente mit gleichen Indices vermöge der Glei- 
chungen (5.) verschwinden. Nach Gleichung (9.) wird 

MW = 4p°(S,+8:), 


wo ' 
I|Cws Cu Ca | 0, Cs En | 
| | | 
N » » u » » _—a » > » 
S, _— ) Co» Cjı» Co | — | Cs 0. Ci» zn 26, Ca Ct s 
| | 
i Caus C} » € ? C) “ C51» 0 | 


weil c,.=c,, ist. und 


S; n— | 1—c., 1 FF Ci» 1— € | 
| 1—c.. 1— c... 1 Ca | 


nach dem Satze über die Multiplication von Determinanten dem Quadrate der 


1-en, Amen 1-en| 


Determinante 
0 Pos Yol 





> E ‚ 


F € \ | . . Ay 
(13.)  &ı5 Pı» ei — [0,/9,7 


) 


|, Pr 72 


gleich wird: bezeichnet man das Volumen des Tetraeders, welches den Mittel- 
punkt des Ellipsoids, d.h. den Anfangspunkt der Coordinaten, und die Punkte 


Ay, Bu. C, zu Ecken hat, durch V,, so ist 


6VN\ 
z a 0 
s,=[e, 8,7? (He), 


mmp 
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ferner 
uvWw, , 

4p' ° 
so dass sich folgende Beziehungsgleichung zwischen den Hauptachsen der 
entstehenden Fläche ergiebt: 


5, — ca. Ca.» Ci gu 


/ ?  ' 172 
(14) W-P = WUW.+ 2,5 (ON) 
Aus dieser Gleichung folgt, dass, wenn V, verschwindet, d.h. die Ebene der 
ersten Basis A,B,C, durch den Mittelpunkt der Fläche geht, zur Bestimmung 
von p die Gleichung 
pP = U0Wy 

dient, welche vollständig mit der von Jacobi für den Fall, wo die Ebenen 
der beiden Basen zusammenfallen, gefundenen übereinkommt. (pag. 191.) 

sine zweite Relation zwischen den Grössen m’, n’ und p* ergiebt sich 
durch Umformung des Werthes 


U,C,W, — 4p".S,: 
wendet man auf diese Determinante S, den Satz über die Multiplication der 


Determinanten an, so ergiebt sich, wenn man kurz eine Determinante von 
der Form 


1, do, &l 
(15.) 4, AR & = [d, €] 
11, d, &] 
seizi: 
46.) weut = 4p°.([B, 1417, + Io, BT- Io, 8, 7). 
d.h. 


{ ww \ Eu ! 4/72 2, : 22 Mr 972. 
17.) w= 4p(lP, 741; el+ Te PT). 


Bezeichnet man die Projectionen des Dreiecks A,B,C, auf die yz-. 
sc-, xy-Ebene resp. durch 4,, 4,, 4., so ergiebt sich 


e- 24, n u 24, BR 21: 
[P, y rw 17: = pm ? [e, P] = mn ° 
so dass man erhält 
er u? 5,5 
f \ —n 4 X N ) 6. 
(18.) KW = 16» [( np ) Hz) +( on ) | D 


aus welcher Gleichung hervorgeht. dass beim Ellipsoid der Ausdruck von ı, 
3 geil, I 


x» 














stets positiv ist. 
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Die dritte, schon von Jacobi gegebene, Gleichung zwischen den Ver- 
2 2 - 
. 2» ) .. .. . . r 
hältnissen 2 und Er erhält man unter Berücksichtigung der Werthe 


[u=a—a = p [m —n)+(A—Pßr) 


(19.) v=b—-b = p[(u—a + (9—ß )]. 
w=c-d= p’ ((@ —a,)’+ (—P, ] 
aus der Berechnung der Determinante 
We en Bi 


=. 0 | 
20.) u ’ | 
| ae a Cr 


1 
1 
| 





run 


welche also ebenfalls mit dem Quadrat des vierfachen Inhalts eines Dreiecks, 
und zwar desjenigen mit den Seiten ya, ye, yw, übereinstimmt, wenn ein 


solches Dreieck möglich ist. Man setze 


/ ii 7 ) \2 
. REN AR, IR 2 AM 
C;r = (0, Ü \P: Pk) » 


so dass e„=ec, ist und e,=c,=0, so wird mit Herausnahme des Factors p*: 
—u = p'.S (s. Gl.(9.)) 
oder 
u = p(8,+8); 
es ist aber nach dem Satze über die Multiplication der Determinanten. wenn 


man die Elemente von S,. nämlich 


1—c, = 11—-0;.1—-1.5— .1—1.f+?2o,0, +2 PP; 
selzt, 
S, — 4[o, PY—S,. 
folglich 
p' 
(21.) u —= 4p'[a, Pl = —— 16? 
h l | Ze mn’ 
oder 
p' u 
ee 


die Jacobische Gleichung (S. 192). Demnach ergiebt sich vermöge Glei- 
chung (14.): 


) \ bo, 72 
22.) WP = Wet (3BVo), 


und weil 
En 


cost 
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ist, wenn %» das Loth vom Mittelpunkte der Fläche auf die Ebene des Drei- 
ecks A,B,C, und i den Winkel der Ebenen der beiden Basen bedeutet, so 
erhält man 


2 


- 


En uh 2 
(23.) Wup = UOyWoT 5; oder Wwp = U,C,W, + uhl, 


wo Ah, das Loth, im Mittelpunkt der Fläche auf der Ebene der Grenzfläche bis 
zur Durchschneidung mit der Ebene des Dreiecks A,B,C, errichtet, bezeichnet: 
eine bemerkenswerthe Beziehung zwischen der kleinen Achse p und diesem 


. . . .. . - uv w 
Lothe, zumal sich nach den Entwickelungen Jacobis für die Ausdrücke 2” 


BR, 
L . . . . 
und © eine einfache geometrische Deutung ergiebt. 


fu Es möge eine kurze Herleitung dieser von Jacobi gegebenen Resultate 

im Anschluss an die eben gefundenen Gleichungen hier ihre Stelle finden. 
Es seien D,, Eu, F, Punkte, welche den Punkten A,, B,. C, des 
Ellipsoids in der Weise entsprechen, dass man aus den @-, y- und z-Coor- 
dinaten der letzteren die zugehörigen Coordinaten der ersteren erhält, wenn 
man dieselben resp. mit —, —, 1 multiplieirt. Diese Punkte D,, E,, F, 


werden also bestimmt durch die Gleichungen: 


z=peo, je =, 2 = po;, 
(24.) D.:(y=pß, Fu:iy=pPß, Fiiy=pß, 
\3 = PY: “L— PYı» \z = py 


und liegen vermöge der Beziehungsgleichungen (5.) zwischen den Constanten 
«, P, y auf der dem Ellipsoid concentrischen Kugel 
z+y+z = p‘: 

ferner seien D, E, F die Projectionen der Punkte D,, E,. F, auf die cy- 
Ebene; es ergiebt sich dann sofort, dass «,, ®,, w, und z, ®, w resp. über- 
einkommen mit den Quadraten der Seiten der Dreiecke D,E,F, und DEF, 
und dass «, und « die Quadrate der vierfachen Dreiecke D,E,F, und DEF 
sind. Es ist demnach 


u, Ü, W, 2 u 2 
—- In und —=c085g, 
2 Mi, 


u, 
wenn man mit r, den Radius des dem Dreieck D,E,F, umschriebenen Kreises 
und mit g den Winkel der Ebenen D,E,F, und DEF bezeichnet. Wenn ferner 
! die Länge ist des Lothes vom Mittelpunkte der Hilfskugel auf die Ebene 
des Dreiecks D,E,F,. so ist 
bie p.[e, £, 7] ah 


Br) +bre]- KA 
Yl3&+J’+1r «]’+ I, #]° 


var +1» el’ +, 2] 











und cosy= 
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auf ähnliche Weise ergiebt sich: 

















= un in r] und cosi = u 
wo 
N = yn’p' [P, Yy-+ pm’ [y, «]’+ m’n’ [e, P}', 
d. h. 
rn 
cosi cos g’ 


so dass die Gleichung (23.) sich folgendermassen gestaltet: 
25.) p=ntf: 

in der That die Gleichung, auf welche sich die von Jacobi (S. 207) gegebene 
Construction der kleinsten Halbachse p des Ellipsoids bezieht. Diese Halbachse 
kommt alsdann überein mit dem Radius A derjenigen dem Dreieck D,E,F, 
umschriebenen Kugel, deren Mittelpunkt in der Ebene des Dreiecks DEF liegt. 
Für den Fall des einflächigen und zweiflächigen Hyperboloids gestattet die 
Gleichung (23.) und demnach auch die Gleichung (25.) eine ähnliche Deutung, 


ut, w, 


indem den Ausdrücken und & analoge Grössenbeziehungen als beim 


M KM, 


Ellipsoid zukommen; es mögen darum der Kürze wegen die Bezeichnungen 
u,vw 2 ch’ 
(26.) nl n = Ns FR. 


u, u,cos 2 


durchweg beibehalten werden. Diese Ausdrücke, in welchen nur die bekannten 





=P, nRHt=R 


Grössen %. ©» os Au, 4 und © vorkommen, können als von vornherein be- 
stimmbar zur Discussion der entstehenden Fläche benutzt werden, sobald auch 
für den Mittelpunkt der Fläche eine Construction angegeben ist, d.h. wenn 
h, die Länge des von diesem Mittelpunkte auf die Ebene des Dreiecks A,B,C, 
gefällten Lothes, als bekannt angesehen werden kann. 

Dieser Mittelpunkt C der Fläche ergiebt sich einfach aus dem Ver- 
hältniss, in welchem die Seiten des Dreiecks ABC, welches der Lage nach 
bekannt ist, durch die Verbindungslinien OA, OB, OC getheilt werden, d.h. 
aus dem Verhältniss der Dreiecke 

OBC:0CA:0AB = (4, —-%P,):( P —ap): (ap, — aß). 

Es ist (11.) 

u+25& = 2p’ (1-o, 0: — Pıß:), 
o,+2&5 = 2%p(1-oa — PP), 


— 


31 ” 
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zu diesen Gleichungen kann man als identisch hinzunehmen: 


“377 


= ap (tn; —P,Pß,). 





Wenn man jetzt die Determinante 





0, his hi, Rh; 

T | 1, 25 # +25 Sı, Butr CC: 
11, wutRüL, BL. a, 
1 ri, wir, 256: | 


in Rechnung zieht, so ergiebt sich 


1 1 m [6 (> 0 r 16 ge 1» 
rm | 39 0ıT*s 919 70T no 
BEN, | A t er 1 L9r 
= za n “1219 07 @3122 
ok, | | 
| ww km coy3ir 
| I, ut26:261: Roc | 
r ; 2 : ö „'» ‘ “n 0 \ ‘ Ta \ (» e je R 
u |." VotWwo—Uy)- H2u,(S SH >>. -2G162) F% \sı&2) sılu a2 %,)]; 


andererseits ergiebt sich, wenn man die Elemente der Determinante durch 
die Grössen p und «, 9, y ausdrückt: 


’ 
en | Il. 1-aıa-P pP, 1-0 ı—PP: | 
CO | 
Ok. —4p° si 1 — 1,0, —PıPı> 1— 0,0% — PP: 
U 
g. 1 0,0} —/; Is E- 05 — PP: | 
—= Ip (a9 —-%Pı):.|e, P], 
vo oT oT - 
und in analoger Weise die Werthe von ET und SE durch evklisches Fort- 
OR ı ” 
i 2 
schreiten der Indices, so dass das a Verhältniss wird: 
Sie” Au 2 oT oT oT 
\C, [3a — 0b 7 \ 0a 4 3) Adı a, DD) = rm 
Ba Fe ß L) 2/ / .\ A Be ok, ok, Ok, p) 
oT oT oT ö ; ; 
wo m, 5% 24 nach der Jacobischen Bezeichnung der Reihe nach zu er- 
7 v, [) 
setzen sind durch die Gewichte (a), (9), (y), nämlich: 
(1) PER | rw, — Zu 2; 2u, (5 Cı- Fr Aut a) — 2 (G— 52) C: %—:%0,), 
(27.) Bi a v%,(%y- r U ©.) +2, (d - + C 5 — Ra )—2 5 5005 Yu)» 
| n pr a ro \ 6e - 
(Y) = wol w+ 9 -w)+ 25 +5261 25 51) —2( —s1/\5 WS Bu). 


Aus den Gleichungen (24.) und der sich daran De nn De- 
finition der Punkte D, E, F als Projectionen der Punkte D,, E,. F, auf die 


xy-Ebene ergiebt sich die Proportion 
OEF:OFD:ODE = (a%— &P1): (PP — ap): (ap, — aß) 
und demnach auch 


OEF:OFD:ODE = OBC:0CA:O0AB, 
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demgemäss lässt sich die von Jacobi eingeführte Hilfskugel zugleich zur Con- 
struction des Mittelpunktes des Ellipsoids benutzen, und zwar in folgender Weise: 

In den Eckpunkten D, E, F des Dreiecks, welches aus den Längen 
EF=yu, FD=yv, DE= yw construirt ist, errichte man resp. die Lothe 


y 


&, lege durch die freien Endpunkte derselben D,. E,. F\, den Kreis, 


“s (» 


na =]19 


errichte im Mittelpunkte dieses Kreises ein Loth auf der zugehörigen Ebene. 
welches die Ebene DEF im Punkte 0, durchschneiden mag, und verbinde O, 
mit den Eckpunkten des Dreiecks DEF, so ergiebt sich als Mittelpunkt des 
Ellipsoids derjenige Punkt O der Ebene des Dreiecks ABC, für welchen die 
Proporlion staltlindet: 
OBC:0CA:OAB = O,EF:O,FD:O,DE. 

Als die Summe der Gewichte («), (P), (y), welche Jacobi durch u 

bezeichnet hat, ergiebt sich aus (27. 


28.) u u,—4N, 


wo 
[ M 2 H,, C- Sl C-C ©, a 6 &. tu ) E % 4 

(29.) oder auch 
Be RER ED 


und « die frühere Bedeutung behält, nämlich 


u = -W"—v—w-+rRrw +2wu-+ 2uv: 


zu diesem Resultate gelangt man entweder dadurch, dass man in den Glei- 


% 2 \ 
‘ 


chungen (2 und (28.) die Grössen #,. ©, @, durch die Grössen «x, ®, w 


ersetzt, nämlich 


| =" -atH&—G) = ur), 

30.) o =dU-blZ— N = o+H&—C ), 
\ / I, 7 - 

= cd‘-4+&-5) = wHl-); 


oder durch eine selbständige Herleitung der Ausdrücke für die Gewichte («). 


= 


‚?)» (y) unter Zugrundelegung der Gleichungen 


ut C an C: F 2p' (1-0, — Pi P: )s 
v+&:+C = 2p(i-ma — PP), 
++ = pille m-B Ph) 


durch welches Verfahren sich die Jacobischen Werthe von («), (). (7 
(5.203) ergeben. Endlich kann man auch unmittelbar zur Gleichung (28. 


\ 


gelangen, indem man die Werthe von «,, ©,, @, aus (30.) 
von u, (12.) einsetzt. 


in den Ausdruck 
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Der Werth von M (29.) gestattet in derselben Weise, wie Jacobi bei 
einem ähnlichen Ausdruck (S. 193) gezeigt hat, folgende Umformung: setzt man 





























Gı—6: .. Ö, G—L u di . GL, Su Ö,, 


so wird 


M= —-(ud,d,+0d,ö+w 0d,), 


und weil d+d,+Jd,=0 ist, also von den Grössen Ö die eine, z.B. 0, ein 
anderes Vorzeichen haben muss, als die beiden anderen, so ergiebt sich durch 
Elimination von d: 
M= — [ud d3— ed; — wdi — (v-+w)d,d;] 
— — [(u-(Yo+yYw)’)d,d,— (vd, — wd,)’] 
— d,d,[(Yyo+yYw)’—u] + (00, — wd\,) ; 
weil nun d, und d, nach der Annahme dasselbe Vorzeichen haben, so ist M 
positiv, wenn ye+yao >> ya ist, d.h. wenn sich aus den Längen ya, ye, yuw 
ein Dreieck construiren lässt, oder wenn « (20.) positiv ist. Die Doppelglei- 
chung (29.) zeigt, dass hierbei auch « durch ı«, ersetzt werden kann. Aus 
der Gleichung (29.) 
4, = u+4M 
folgt demnach, dass jedem positiven Werthe von u stets ein positiver Werth 
von U, zugehört. 
Noch ist für das Folgende die Bemerkung wichtig, dass die Fälle, wo 
u, positiv und von den Grössen u,, ©, w, nur eine einzige, z.B. w,, oder 
zwei derselben, z.B. u, und v,. negativ sind, nicht stattfinden können, weil 
sich alsdann u, darstellen lässt unter der Form 


(31.) — 2, (ut ©,) — (W— ©) — Too 


also jedenfalls negativ sein muss: dasselbe gilt für den Zusammenhang der 
Grössen U, U, ©, W. 

Die Werthe von m’ und n’ ergeben sich sofort aus der Gleichung (21.): 
entnimmt man für dieselbe den Werth von [«, ] aus den Gleichungen (4.). 
so ergiebt sich 


t 


. p u A 
(92.) (m’—p’)(n"—p’) 164°’ 





wo 4, die zweite Basis A,B,C, bezeichnet: aus den Gleichungen (21.) und 
(32.) erhält man alsdann 


(33.) m ’+n’ = 162-164 + u), 
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einen Ausdruck, dessen Vorzeichen Jacobi (S. 194) für den Fall, wo u, ve, 
w, « und p’ positiv sind, als posiliv nachgewiesen hat, und welcher sich 


wegen des Werthes 
u= 161416 RN, 
wo 
N = -dad-bVb- Ca+2Rb’i+2Rb +2 ai +2cd a + 2a’ bi + 2a} b}, 


auch folgendermassen darstellen lässt 


4 2 7 2 4 > 2 r 
(34) m’+n = u (164.— N), 
u | 
wo, wenn a>a, b>b,. ce>c, auch 16% N, 
und wenn a<am, b<b, e<e,, auch 16 4% <N. 


Nunmehr ist die quadratische Gleichung, deren Wurzeln m’ und »° sind. 
weil sowohl das Product (21.) als die Summe (33.) dieser Grössen bekannt 
leicht herzustellen 
(35.) u.2°— 29° (162 —N)z+16p*.4: = 0. 


Die Discriminante dieser era lässt sich auf die Form 


dal bc, [«(- F- 5) - 5)+ b, 5): .) MC a(- r (5 nl. 


d.h. dieselbe ist stets positiv. wie aus der Auukbuiee a 
(S.193) hervorgeht. Darum ist die Aufgabe, zu einem Dreieck A,B,C, 
einer der Lage nach gegebenen Ebene ein zweites Dreieck A,B,C, zu con- 
struiren, so dass die Eckpunkte beider Dreiecke resp. conjugirle Punkte werden 
confocaler Flächen (F,) und (F,), von denen (F,) sich auf eine Grenzfläche 
redueirt, stets löslich. 

Die Gleichung (35.) hat eine unendlich grosse Wurzel, wenn u gleich 
Null wird: alsdann wird demnach von den beiden Halbachsen der Fläche. 
welche in die Ebene der Grenzfläche zu liegen kommen, die eine unendlich 
lang, d.h. diese Grenzfläche (F,) ist ein von einer Parabel oder einem System 
zweier parallelen Geraden ausgeschnittenes Stück der Ebene (E). oder was 
dasselbe ist, die Fläche (F,,) wird ein Paraboloid oder ein Cylinder. Dieser Fall 
erfordert eine besondere Untersuchung (s. $$. 13, 14). Endlichen Werthen von 
« entsprechen die centrischen Flächen, nämlich das Ellipsoid, die beiden Hy- 
perboloide und als Uebergangsfläche der Kegel*), und zwar werden dieselben 
im Einzelnen durch folgende Verhältnisse bedingt: 


— 





*) Es sei + -_ 0 die Gleichung des Kegels: alsdann bleiben zur Be- 
stimmung der Dreiecke A,B,C,, A,B,C, und ABC die Gleichungen (3.), (4.) und (6.) un- 










m 
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srster Hauptfall. 
is sei u positiv: so ist nach (28.) auch ı, positiv, und haben sowohl 


und »° (21.) als auch m —p’ und »’—p’ (32.) gleiche Vorzeichen; mil 
Rücksicht auf Gleichung (23.) kann alsdann: 


1,0,W@, positiv sein. Im diesem Falle sind sowohl p' (23.) als auch «,. 
%s %, (31.) EIERN: d.h. die Seiten der beiden Basisdreiecke «a, 


vr 


> (ı. 
b,>b,, ©, >> e,, und weil sich hier, wo «,, u und p’ positiv sind, die 
Construction der Grössen ı, und « mit Anwendung der concentrischen 
Hilfskugel (24.) ausführen lässt. d.h. die Quadrate der Differenzen der 


=» ) ) » 


Projeetionsperpendikel (4, — 5), (&—&’. (S--{)’ kleiner sind als die 
(Quadrate der zugehörigen Seiten “,., ©,, @, des zu projieirenden Drei- 
ecks D,E,F,, so sind auch die Werthe «, ®, w (30.) positiv, d.h. die 
Seiten a > a, b>b,. ce>c,, folglich 4.>4,,. und demgemäss m’-+n' 
posiuiv, (33.) folglich m’ und »" selbst positiv (21... d.h. die entstehende 
Fläche ist ein Ellipsoid. Es kann 
4,0,W, negativ sein; für diese Annahme sind nothwendig (31.) ,. 
©, @, und umsomehr «, ? (30.) negativ: dagegen kann hier p’ so- 
wohl positiv als negativ sein, Y zwar vermöge der Gleichungen (25.) 
und (26.), wenn 
a) n +0 ist, so ist p? posiliv, und weil x, ©, w negativ sind, d.h. 
aa. b<b,. e<Tc,, folgliih auch 16.9.< N und 
demnach (34.) m’-++»’ und ebenso m’ und »’ selbst negaliv, 
die Fläche also ein zweifaches Hyperboloid, dessen reelle 
Achse senkrecht zur Ebene (E) der zweiten Basis ist. Wenn 
b) r,+l° = 0, so wird p° gleich Null, die Fläche also ein Kegel, und 
zwar, weil m’ und »’ gleiche Vorzeichen haben, dessen 
Schnitte parallel der Ebene (E) Ellipsen sind. Ist endlich 
ec) n+P<Z0, d.h. p* negativ. so ist, weil auch hier 169! <N ist. 
vermöge Gleichung (34.) m’+n’ negativ, d.h. sind auch 


geändert bestehen: nur die Gleichung 6.) wird die folgende 


+ Hr = tr = thrn 0; 


die sich daran anschliessenden Entwickelungen ka sıch darum ebenfalls fast ohne 
alle Aenderung auf den Kegel übertragen, besonders behalten die Gleichungen (21.) 


m’ . 


4 n 
und (33.) ihre Bedeutung zur Bestimmung der Werthe von — und —: die Gleichung 
« ) p’ 


(25.) dagegen verwandelt sich n n-+?=0. 
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m und »’ selbst negativ: es wird also die Fläche ein 
einfaches Hyperboloid, dessen imaginäre Achse die Ebene 
(E) senkrecht durchschneidet. 

Zweiter Hauptfall. 

Es sei u negativ: so haben m und »’ (21.). sowie (m’—p’) und (»’—p' 
(32.) entgegengesetzte Vorzeichen, d.h. die Flächenschnitte parallel der Ebene 
(E) der zweiten Basis sind Hyperbeln. Dagegen kann sein 

1) u positiv und 
a) U,0,@, positiv, alsdann sind (31.) w,. ©,, @, selbst positiv und 
wenn r,+/>0 ist, so ist p’ positiv, also die Fläche ein ein- 
faches Hyperboloid, 
wenn nn +1’ = 0 ist, so wird p'=0, die Fläche also ein Kegel, 
wenn r,+2°<Z0, so wird p’ negativ. die Fläche also ein zwei- 
flächiges Hyperboloid; wenn 
b) u,0,w, negativ ist, so sind (31.) ,. ©. w, selbst negativ und p 
negativ, die Fläche also ein zweifaches Hyperboloid. Es kann 
2) u, negativ sein und 
a) u,o,w, posiliv: 
wenn n,+2°>>0 ist, so ist p’ negativ, also die Fläche ein zwei- 
faches Hyperboloid, 
wenn r,+1° = 0 ist, so ist p' =, die Fläche also ein Kegel, endlich 
wenn r,+/"<Z0O ist, so ist p' positiv. die Fläche also ein einfaches 
HHyperboloid, 

b) wenn #,©,20, negativ ist, so ist p' nolhwendig positiv. die Fläche 

also ein einfaches Hyperboloid. 

Wenn also « von Null verschieden ist. d.h. wenn von den Quadrat- 
wurzeln aus den Differenzen der Quadrate der entsprechenden Seiten der 
Dreiecke ABC und A,B,C, keine gleich der Summe der beiden anderen ist. 
so ist die Fläche 

1) ein Ellipsoid, 
wenn sowohl #,, ©, @©, als #, ©, w positiv sind, d.h. sowohl die Seiten der 
ersten Basis A,B,C, als die ihrer Projection auf die Ebene (E) ABC grösser 
sind als die entsprechenden Seiten der zweiten Basis A,P,C,, und wenn so- 
wohl «, als « positiv sind, d.h. wenn sich aus den Quadratwurzeln aus den 


Differenzen der Quadrate der entsprechenden Seiten der Dreiecke ABC und 
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A,B,C,, folglich umsomehr der Dreiecke A,B,C, und A,B,C, Dreiecke con- 
struiren lassen; 
2) ein einflächiges Hyperboloid, und zwar 
a) dessen Schnitte parallel der Ebene (E) Ellipsen sind, wenn r,+’<0 
und sowohl ,, ©,, w, als «, ©, w negaliv sind, d.h. die Seiten sowohl der 
ersten Basis A,BD,C, als umsomehr des Dreiecks ABC kleiner sind als die 
entsprechenden Seiten der zweiten Basis A,B,C,, und sowohl ı, als u po- 
siliv sind. 
b) dessen Schnitte parallel der Ebene (E) Hyperbeln sind, wenn u 
negativ ist und 
entweder u, positiv ist und r)+2’>>0, in welchem Falle die Seiten des Drei- 
ecks A,B,C, alle grösser sind als die entsprechenden Seiten des Drei- 
ecks A,B,C\,. 
oder wenn u, negaliv ist und von den Seiten des Dreiecks A,B,C, eine 
einzige oder alle drei grösser sind als die entsprechenden Seiten des 
Dreiecks A,B,C,. aber „+ <O ist, 
oder wenn «, negativ ist und von den Seiten des Dreiecks A,B,C, eine ein- 
zige oder alle drei kleiner sind als die entsprechenden Seiten des Drei- 
ecks A,D,C;; 
3) ein zweiflächiges Hyperboloid, und zwar 
a) dessen Schnitte parallel der Ebene (E) Ellipsen sind, wenn r,--!' 0 
und x, ve, w und %,, ©,,. @, negaliv. d.h. die Seiten des Dreiecks A,B,(,. 
also umsomehr des Dreiecks ABC kleiner sind als die entsprechenden Seiten 
des Dreiecks A,B,C,, und wenn sowohl uw, als « positiv sind; 
b) dessen Schnitte parallel der Ebene (E) Hyperbeln sind, wenn u 
negaliv ist und 
entweder u, positiv ist und r\+°<Z0, in welchem Falle die Seiten des Drei- 
ecks A,B,C, grösser sind als die entsprechenden Seiten von A,B,C.. 
oder wenn «, positiv ist und die Seiten des Dreiecks A,B,C, kleiner sind 
als die entsprechenden Seiten des Dreiecks A,B,C\, 





oder wenn u, negaliv ist und r,+/°>>0, und von den Seiten der ersten Basis 
A,B,C, nur eine einzige oder alle drei grösser sind als die entsprechen- 
den Seiten der zweiten Basis A,D,C.. 

Ist 5 +2” =0, so wird die Fläche 

4) ein Kegel, und zwar 
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a) dessen Schnitte parallel der Ebene (E) Ellipsen sind, wenn wu positiv 
ist, in welchem Falle auch «, posiliv ist, und die Seiten sowohl des Dreiecks 
A,B,C, als umsomehr des Dreiecks ABC kleiner sind als die entsprechenden 
Seiten des Dreiecks A,B,(,. 

b) dessen Schnitte parallel der Ebene (E) Hyperbeln sind, wenn u 
negativ ist; alsdann ist entweder «., prsiliv, und sind die Seiten des Dreiecks 
A,B,C, grösser als die entsprechenden des Dreiecks A,B,C,. oder es ist u 


oO 


negativ und von den Seiten des Dreiecks A,B,C, entweder nur eine einzige 
oder alle drei grösser als die entsprechenden Seiten des Dreiecks A,B,C\. 
Im Allgemeinen ist hierzu zu bemerken, dass die unter a) und b) ab- 
gesonderten Fälle der letzten drei Flächenarten insofern wesentlich zu unler- 
scheiden sind. als sich bei ihnen je die eine oder die andere Grenzflläche der 
zugehörigen Fläche ergiebt. Dasselbe gilt für die mit einem Mittelpunkt ver- 
sehenen Umdrehungsflächen, welche als besondere Fälle der bisher betrachteten 


Flächen auftreten. Man hat zu unterscheiden: 

1) die Umdrehungsflächen, deren Kreisschnitte der Ebene (E) parallel 
sind, d. h. das abgeplattete Sphäroid, dessen Grenzlläche ein Kreis in der 
Ebene (E) ist, das zweifache Umdrehungshyperboloid und den Umdrehungskegel, 
beide mit der Ebene (E) in ihrer ganzen Ausdehnung als Grenzfläche, endlich 
das einfache Umdrehungshyperboloid mit dem ausserhalb des Focalkreises lie- 
senden Theil der Ebene (E) als Grenzfläche. Für alle diese Flächen werden. 
m und »° einander gleich, d. h. hat die Gleichung (35.) zwei gleiche Wur- 
zeln, d.h. muss die Discriminante (36.) verschwinden, was, wie Jacobi (8.194 
vezeigt hat, stattfindet, wenn 

each 


ist, d.h. wenn das Dreieck ABC, die Projection nämlich der ersten Basis auf 


Y 


die Ebene (E), ähnlich ist der zweiten basis A,B,C\. 


2) Die Umdrehungsflächen, deren Kreisschnitte die Ebene (E) senk- 
recht durchschneiden, d.h. deren Grenzlläche sich auf ein begrenztes oder 
unbegrenztes Stück der in dieser Ebene liegenden Umdrehungsachse reducirt, 
d.h. das verlängerte Sphäroid, die beiden Umdrehungshyperboloide und der 
Umdrehungskegel, deren Schnitte parallel der Ebene (E) Hyperbeln sind: für 
diese Flächen wird p’ eine Wurzel der Gleichung (35.), d. h. muss 4, ver- 


schwinden, also von den Seiten der zweiten basis eine gleich der Summe der 


beiden anderen sein. In der That ist dies der einzige Fall, wo sich die 
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Grenzfläche, auf welcher ja die Eckpunkte A,, B,, C, liegen sollen, in eine 
serade Linie zusammenzieht. Endlich 

3) die Kugel ergiebt sich, wenn sich das Dreieck 4, auf einen Punk: 
reducirt: alsdann reducirt sich die Grenzfläche selbst auf den Mittelpunkt 
der Kugel. 

Im Uebrigen gelten für diese Umdrehungsflächen dieselben unterschei- 
denden Merkmale, als sich vorher für die allgemeinen dreiachsigen Flächen 


ergeben haben. 


Das Paraboloid. 


$. 13. Es seien A,, D,. CO, als Eckpunkte der ersten Basis beliebige 
Punkte des Paraboloids 


2 2 
Br 
N p 
Ei a: ’ 
won =— und p En die Parameter der beiden Hauptparabeln in der xy- 


und xz2-Ebene sind: ferner seien A,, B,, ©, als Eckpunkte der zweiten 
Basis die conjugirten Punkte des Grenzparaboloids: 


BR y ö 
) Ann 2c—-p, 3=(, 


n'—p' 


und zwar bestimmt durch die Gleichungen 


t 








fr = =, Pe, = Bi; \" =—en,=&, 
ON ol vn A - el alas m 46 e en 
3.) A:ry=np=n, u na, en, 0: Y u =, 
3=pY =L, 3 =mpmMı = 61 \3= PYr 1) 
und 
p' N | p’ 
er — mO a D2 . 4 = me, + 2 . pe — MO, —- 3 . 
(4.) A:: RE <- 2m Bi: — = 3.0 C: u 3 
y=-yn—-p.pPp; [ — JR —D.Pı» ? — yn —Pp .[P5 
a= 0, 2 — 0, . 
wo 


(9.) P4r =2o, Aityı= 2a, Pr+y: = 202. 
Ferner seien A, BD, © die Projectionen der Eckpunkte A,, D,, C, der 
ersten Basis auf die Ebene (E) der zweiten Basis, d.h. gegeben durch die 
Gleichungen 


" —= ma, 7 = maı, ıC = mo; , 
\ 
6.) A:y=np, u le or. =nß,, 
z—=(, »=(, 3=(, 
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so kann man als gegeben ansehen die beiden Basisdreiecke und die Lothe 


von den Eckpunkten der ersten Basis auf die Ebene (E), nämlich 
1.) Ai=T=p, BB=&=p, Gü=b=pn, 
woraus sich sofort für die Seiten des Dreiecks ABC ergiebt: 


ı ce 


f ? . i 7» 32 2 12.4 2 ) > \2 
(+ = %— (15) = m’ (0, —0) + Rn (Pi—P2)”, 

= j > > = “ee ıN 2) » y )) w, 
(8.) 56 =b5— (5-5) = m (m—o +0" (Pr—P )", 
ie. —— >. BR: (pP BE = \ 2 m f 2; / 2 I 2 .) ) 2 . 
C — C) z \- -1) .-— m 6 0 a; N \/? 141) a 


dagegen sind zu bestimmen die Werthe der beiden Parameter »’ und p’, die 
Richtung der Achsen und die Lage des Scheitelpunktes des Paraboloids. 
Aus den Gleichungen: 


u = ma) +n (PP) +p(y—y), 

bu, = ma )+n (RP )Y+pyp-7); 

10.) “ „ pi rec ” P en EEE SO 
u => m 0, —02) + dr Pı- Pr), 
[5 — m’(—a )’+(n—p‘) (—P )"; 
\d = m’(a —a,)+(n’—p’) (P —Pı) 


ergeben sich zunächst durch Subtraclion die folgenden: 


2 ! 2[/9 213 \?2 
uU, = d, 4; u [ Pi—-P: IE ] 


2 ı \y1 VW 2) 
wu Bl DEE ae} 
\v=b-b = %p’o,+a —P,ß —y:Y ); 
Es. . ? 2.0 2 I je EEE TER 
w=- .r-4=> 2p (@ +0,—P Pı—Y Yı) 


und ebenso durch Subtraction der Gleichungen (8.) und (10.): 


) -T2 


[e= a—-a = pP (AP); 
(12.) v=b—-b=p(R-P), 


eo e‘-d=p 
woraus 


(13.) yatye+yowe=0 d.h u=0, 
in der That die Bedingung, auf welche schon früher (S. 228) hingewiesen 
worden ist. 
Aus den Gleichungen (12.) ergiebt sich sofort die Richtung der Achse 
des Paraboloids: weil nämlich 


(14) PA-Pr:A—P:P-Pı = Yu:yo:Yw, 


so sind dadurch die Verhältnisse der Abschnitte bekannt, in welche durch die 
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von den Eckpunkten des Dreiecks ABC aus mit der Achse parallel gezogenen 
Geraden die jedesmaligen Gegenseiten dieses Dreiecks zerfallen. Die Kennt- 
niss der Achsenrichtung führt weiter zu den Projectionen der Seiten des 
Dreiecks ABC und demnach auch der ersten Basis auf eine zur Achse des 
Paraboloids senkrechte Ebene. Nennt man nämlich die Punkte, in welchen 
die durch die Eckpunkte A, B, C mit der Achse parallel gezogenen Geraden 
die entsprechenden Gegenseiten a, b, ce des Dreiecks ABC durchschneiden, 
resp. 4, 8.6, so kann man die Projectionen irgend zweier Seiten, z. B. der 
Seiten a und 5b in einer zur Achse parallelen Richtung etwa ansehen als die 
Höhen der Dreiecke CBB und CAN für die Grundlinien BB und AN. weil nun 
ABC:CBB:CAU = yur:u:v, 
d.h. die beiden Dreiecke CBB und CAX sofort durch das gegebene Dreieck 
ABC oder 4. darstellbar sind. so kommt die Aufgabe schliesslich hinaus 
auf die Berechnung der Linien AA und BB. Diese Berechnung führt zu den 
Werthen 
N ur \ a 


AM - Ken BF’ _- . ® und ebenso 08 _— 0 
\ U Ü ( 





| N - 


—= — (a yeo+b’ywu+cyuv 
stets positiv ist: denn vermöge der Gleichung (13.) müssen von den drei 
Grössen ya, ye, yw zwei dasselbe Zeichen haben, etwa ye und yw, so dass 
sich N folgendermassen darstellen lässt: 


) 


—a])+(byw— eye, 


> 


N = yew[(b+c 
nur für die Annahme b+e=a, d.h. wenn das Dreieck ABC sich auf eine 
gerade Linie redueirt, welcher Fall später besonders behandelt werden wird, 
kann der Werth von N verschwinden: derselbe wird alsdann nämlich 

N = (byw—cye)‘, 
also gleich Null, wenn 


b’ En. b’—b?’ 

A u Be L 
d. h. 

Beh, 


folglich auch 
b+b,:c+c, d.h. a:a,=b:b, =c:c; 


so dass sich also die Seiten des Dreiecks A,B,C, als proportional ergeben 
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den Seiten a, b, ec, d.h. auch die zweite Basis sich auf eine gerade Linie 
reducirt. Von diesem besonderen Falle also abgesehen, erhält man als die 
gesuchten Projectionen a‘, b’, e' der Seiten a, b, c auf eine zur Achse senk- 
rechte Ebene 
i n mw vn 4v.4? An 4w.d4? 
(16.) a mn di u EEE Abar m 
und demnach als die Projectionen der Seiten des Dreiecks A,B,C, auf eine 
solche Ebene: 


4u.2% 


1) > ‚ca = 9 2 .. . « \? 9 4ın. er Co 8 
(1e.) du, — Be -+(917%)% b, = MN = 


C N I\s 1 


Auch das Dreieck 4,, d.h. die Projection des Dreiecks A,B,C, auf die yz- 


UN 
7 N 
s 


Ebene, ist jetzt als bekannt anzusehen. Dies vorausgeselzt, erhält man durch 
die Entwickelung des Werthes von «,, welchem hier dieselbe Bedeutung wie 
in $. 12 beigelegt ist, einen einfachen Ausdruck für das Verhältniss der beiden 
Parameter n' und p’: es wird nämlich, wenn man 

+ — Pa —Y Ye = 69 
setzt. wo also c,. = c,, indem man für «,, ©, ®, die Werthe aus den Glei- 
chungen (11.) in die Determinante 
‚ve u 
1, & wo. % 
I u 

1, 95 % © 

einsetzt und den Factor 2p° absondert: 
‚u TE "u 


1, Cs C1» en 








u, = —4p' 


‚ ’ 
1, Cu» C1» C2 








1, Ca» Cy1>» 27: 
in welcher Determinante die Elemente mit gleichen Indices vermöge der 
Gleichungen (5.) verschwinden. Nach Gleichung (9.) des $. 12 wird demnach 


u, = 4p°(S,+8:), 





wo 
|Cws Cs Cm | 1— cu, 1—c,, - 1— cn | 
S, — | Cwy Cm En und = | 1— cu; 1—c1, 1- cı | ' 
Cu Cry | 1-0, 1-c., 1—c» | 
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Bringt man die Elemente von $, unter die Form 
1—c,, _— 11—«a,.1—1.0,+Pß,. Pr+Y:-Yr> 
so erhält man durch Anwendung des Gesetzes der Multiplication von Deter- 


minanten als Werth dieser Determinante: 


S, zug [P, Yyl—Sı 








. 2J x 
und demnach, weil [5,7] = = ' 
f ,P" U... 
(18.) U, = 16.4.7; oder ni — == = — e . 
" p p u, 


Das Verhältniss der beiden Parameter n’ und p’' kommt also seinem 
Zeichen nach mit u, äberein, d. h. den positiven Werthen von «, entspricht 
das elliplische Paraboloid, den negativen Werthen von w, das hyperbolische 


' 


. . . r . . N 
Paraboloid, verschwindet «,, so wird das Verhältniss der Parameter Fr, un- 
‚ » 


endlich, d.h. wird die Fläche ein parabolischer Cylinder. Wegen des vorhin 
berechneten Werthes von 4, ist nunmehr auch das Verhältniss der beiden 
Parameter als bekannt anzusehen; nur für die Annahme «,=0 ist eine neue 
Entwickelung erforderlich. Dieser Fall ist zunächst ausgeschlossen. 


_ 


Um jetzt den Werth eines der beiden Parameter selbst zu berechnen, 
bilde man etwa aus den den Gleichungen (11.) entnommenen Elementen 


+7:Yı) = W-2p (a + 0,), 


if k) 
zu welchen noch für gleiche Indices Gunsten der Gleichungen (5.) hinzukommt 


CE; 7 :— Rp ( (PH 


Rue 2 / \ 
— —ap(j ( } Il i v3 if ry — 2p (;+0,), 


die Determinante 


| LTE Cı1» 02 





| eu» EC» €ı 





I» 
1’ 
|@Ews Es | 
so verschwindet dieselbe, wenn man für e, die ersten Werthe in 5 und ; 
einselzt: nimmt man dagegen für e,, die zweiten Werthe in %,, ©, ®, und «, 
so wird dieselbe: 
—2p° (0, + 0) Wu—2p (+), © —2p’ (ao+ %) 
| 0, —2p (01+@), —2p (a +0), Ww—R2p(aite,) |; 
| —2p (+0) %—2p (+01), — Rp (a,+ 0;) | 
durch Entwickelung dieser Determinante erhält man darum die Gleichung 
24,0, 0, —4p' [u, (eu, tw, —u,) a + (wort w—d) + wu (ut Wu) 2] 
+8p" [u ( 


0.— 0) —03)+9,[0,—0,)(,—e)+ wo (ra) —a,)]| = 0, 


ol 
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Ag), 4,0, w, — 2p' [un (out) Stelwod U,—%,) St Wwlun tw.) &:] 
IL EEE EHE] = 0. 

Dieser Gleichung lässt sich für den Fall des elliptischen Paraboloids 
eine einfache geometrische Deutung geben. Man zeichnet nämlich das Drei- 
eck D,E,F,, welches zu Seiten hat »,, ®,. ©. d.h. die Quadratwurzeln aus 
den Differenzen der Quadrate der entsprechenden Seiten der ersten und zweiten 
Basis, und welches darum nur für positive Werthe von «,. d.h. beim ellipti- 
schen Paraboloid, möglich ist, errichte alsdann in den Eckpunkten D,. E,. F, 
auf der Ebene desselben resp. die Lothe S, Sı,. 5, so ergeben die freien 
Endpunkte derselben, D;, E,, F,, verbunden ein zweites Dreieck, dessen 
Seiten %, ®,, ©, durch folgende Gleichungen bestimmt sind: 


- '- ) 
u; - Wr KL Sk Fa 
. - 
[i ) _— ®, & Er u )») 
2 (2 s 
ww, = WutTr|\S —Sı) 


bezeichnet man dann das Quadrat des vierfachen Inhalts dieses Dreiecks, dem 
Früheren analog, durch «,. so ergiebt sich zwischen ı, und «, eine Gleichung. 
welche der im $. 12 zwischen «, und « gefundenen (28.) ganz analog ist, 
nämlich 


'. \/ a\ / 


(20.) Ps u. 4 [u,(s—Si ($ &)+ 9 SS) 5 +, 5 S) Ss) -5)]; 


IN / 
wenn man ferner durch y den Winkel der Ebenen der beiden Dreiecke D,E\,F, 
und D,E,F, bezeichnet, so ist 


f be) \ c he) u) 1 “ N c 1 “ f | - a \ ct 
u(O, U u) 9m WU) Wu TU —W,)S 


0 0. 0 





u, 
die Entfernung des Schwerpunktes der Punkte D,. E,, F, von der Ebene 
des Dreiecks D,E,F,, wenn man in diesen Punkten resp. die Gewichte 
4, (0, + WW), © (+ u — do) Wu (a +%,— w,) anbringt, d.h. die Entfernung 
des Mittelpunktes des dem Dreieck D,E,F, umschriebenen Kreises von der 
Ebene des Dreiecks D,E,F,: bezeichnet man dieses Loth durch Z,. so lässt 
sich die Gleichung (20.) folgendermassen darstellen: 


‘ ' u ' BE} 
U,®, W,— 2p . A 2 pr rp (Ua— U) _ Ö, 
und weil 
u do, h) 
uU, = Bei, un d „0 _— 2. 
cos Y uU, 


(21.) r.cosp = 2p' .L,cosp— p"” .sin’g. 
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Es lässt sich noch eine zweite ganz ähnliche quadratische Gleichung 





für p’ entwickeln, welche die eben construirten Dreiecke D,E,F, und D;,E,;F, 





in nahen Zusammenhang mit dem Paraboloid selbst bringt, etwa durch folgendes 
Verfahren. 

Man führe als Hilfsfläche zur Construction des Parameters p’ ein Um- 
drehungsparaboloid (P,) ein, welches in dem Zusammenhange mit dem zu 
findenden allgemeinen elliptischen Paraboloid (P) steht, dass man aus den 
y-Coordinaten jedes Punktes des letzteren die y-Coordinaten des zugehörigen 
Punktes des ersteren findet, wenn man dieselben mit ” multiplieirt, während 


die ©- und z-Coordinaten der entsprechenden Punkte beider Flächen dieselben 
sind, so dass also für alle solche Punkte sowohl die Entfernungen von der 
semeinschaftlichen Tangentialebene im Scheitelpunkte als von der das Grenz- 
paraboloid enthaltenden Hauptebene (E) übereinstimmen. Die den Punkten 
Au» Bu. C, von (P) entsprechenden Punkte von (P,) können dann als die 
früher D,. E,. F, genannten Punkte angenommen werden. nämlich aus den 
Gleichungen dieser Punkte: 


fr — me, (2 = mau, = = man, 
+)» ; ° RR .) [,' o . .) 
(22. D;: i — pP, E;: “ - PPı» F; ger pP 
s=Pp%,; =p; 3=pY:, 


wo die Grössen «, 5 und y den Gleichungen (5.) genügen, ergeben sich als 


’ 


Ausdrücke der Quadrate der Seiten des Dreiecks D,E,F;: 


ER; = P[B-BY+HN-) Hm = mr 0, 
23.) F; ‚D: =p [( P: ER pP +6 6 )] j m (0.—0. 3 — url5—5 )” = m. 
E=p[P -P)+(y —Yı, )"]+m’(@ —a,)’= w,t{E —-$8,) = w.. 


Die BEE: des Dreiecks D,E,F, auf die Nee ist das Dreieck D.E,F.. 
Nunmehr ergiebt sich für die Determinante 

0. 1, 1. 1 | 
uber 


BR) zc "re De. E 
11, 0%, 05 0 
wenn man in derselben statt der Elemente ts ©» %, Ihre Werthe 
C, = 2p’ [+ —P,Pr—Y:7r]+ m’ [a — a; ]" 


einführt, weil e;=e, und be ist, mit Anwendung der in $. 12 Gleichung 
9.) eingeführten Bezeichnung: 


u = S-+S8;,, 
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wo 
Cs E19 cn | 1 Cs 1 —Cy 9 1—cy | 
S,=|co, Cn %| und 9,= | Ic, 1-c1, 1-0. 
| | | 
| Ca % C31» Ca | | 1 Ca | C;ı= 1: C» 


Die Elemente von S, lassen sich vortheilhaft, wie folgt, darstellen: 

1—c, = &, = 1.1— 2p’a,.1—2p’. a, m’ a} 1— m’; + 2m’a,a, + 2p?P,ß,- 2p°y3 
woraus sich nach dem Satze über die Multiplication von Determinanten ereiebt: 
S, = 4p'[P, yY-+4p'm’|y, «]+4Am’p’[e, PF’—S,, 

d.h. es wird 


(25.) = 4p (p IP, y-+m’ [y, e]’+m’[o, 7°). 
Ferner wird 
0, 0 | de Gy Am 
Zu, dw = | u Sp" Br Ba 
| ©, oz Ida Anm Aal 
wo 
d,, _— 0, . 1+1 . 0. PB, P; = Ydı e 
d.h. es wird 
26.) Zuoo, = Sp'tle, Bl+ly +28, 71-10, By). 


Dies vorausgesetzt, sei die Gleichung der durch die Punkte D,. E,. F, 
bestimmten Ebene 
Ac+By+(Cz =D, 
wo also vermöge der Gleichungen (22.): 
A=p'[Pf,y, B=pm|y,e, C=mple, Pl, D=mp’[e, P,y]. 
alsdann ist 
A’+B’+0° = p ip [P, Y]’+ m’ [y, «+ m’ [e, P7°! 


4 


a cn u Fe Sp Bas'nz nz 
folglich wenn man die Gleichung (26.) durch — — 8p” dividirt, dann auf 


addirt und endlich durch 


m. 


beiden Seiten das Glied p'|[P,y 


PR, tmly, el +mela, BT) = A+B+C? = 
dividirt: | 
u0% , P'ld;r]’ 2p'm’ 18, ‚rl. ß, y] 
hu us a DE is od 
(27.) u,.p” I Fi W. 1+ A’- ıB? Bi 


Weil nun 9 den Winkel bezeichnet der Ebene des Dreiecks D;E,F, mit der 
Ebene des Dreiecks D,E,F,, d.h. mit der yz-Ebene, so ist 


EB 2’. 2 Gi 
VAr+B’+C® 


cos p 











260 Hermes, die Jacobische Erzeugungsweise der Flächen zweiten Grades. 





und wenn /, das Loth bedeutet, vom Anfangspunkte der Coordinaten, d.h. dem 
Scheitelpunkte des Paraboloids, auf die Ebene D,E,F, gefällt, so dass sich 
ergiebt: | 

L=— E_. __ mp laß, 7;1 i 
yA+B’+C” y4A’-+B’+0 


so lässt sich die Gleichung (27.) ersetzen durch: 











uv,Ww 2 2 
2 —24+c008p = 14+—eosg.l,, 
u,.p" p 
r < uv,w, 2 
oder weil noch u, cos’ = u, ist und u ng: 
0 


(28.) nncos®’p = Rp’l,.cosp-+p”.sin’g. 
Aus den beiden Gleichungen (21.) und (28.) ergiebt sich 


2p sing = 2cosyp(l, —I,), 
d.h. 


: ‚ \  €c08 

(A) 
wo das Vorzeichen vor /, entgegengesetzt zu nehmen ist, wenn die beiden 
Lothe /, und /, auf entgegengeselzten Seiten der Ebene D,E,F,; liegen, d.h. 
wenn die Verbindungslinie des Scheitelpunktes des Paraboloids mit dem Mittel- 
punkte des dem Dreieck D,E,F, umschriebenen Kreises die Ebene des Drei- 
ecks D,E,F, durchschneidet. Nennt man diese Verbindungslinie /, so erhält 
man, weil dieselbe, erforderlichen Falls verlängert, die Durchschnittslinie der 
Ebene D,E;,F, mit der yz-Ebene senkrecht durchschneidet, 

,—I, = I1.sing, 
woraus endlich 
(29.) p' = l.cigy, 

d.h. wenn man vom Mittelpunkte des dem Dreieck D,E,F, wumschriebenen 
hreises ein Loth fällt auf die Ebene des Dreiecks D;,E,F, und dasselbe bis 
zur Durchschneidung mit der ay-Ebene, d. h. der Ebene (E) im Punkte T 
verlängert, so ist p', der Parameter des Umdrehungsparaboloids (P,) oder des 
Hauptschniltes der xz-Ebene des elliptischen Paraboloids (P), gleich der Ent- 
fernung des Punktes T vom Scheitelpunkte S des Paraboloids. 
Oder auch unabhängig von der bisher noch nicht ausgeführten Construction 
des Scheitelpunktes des Paraboloids, lässt sich der Parameter p’ der zur Ebene 
(E) senkrechten Schnitte, wenn von dem Paraboloid die drei Punkte A,. B,. 
(,. sowie deren Projeclionen A, B, C auf die Hauptebene (E) und das Drei- 
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eck A,B,C,, welches zu Eckpunkten die, auf der Grenzfläche des zu construiren- 
den Paraboloids liegenden conjugirten Punkte£von A,, B,. C, hat, das Dreieck 
A,B,C, nur der Grösse nach, gegeben sind. folgendermassen constiruiren: 

1) theile man durch gerade, durch die Eckpunkte des Dreiecks ABC 
in der Ebene (E) gezogene Linien die Seiten desselben im Verhältniss der 
(uadratwurzeln aus den Dillerenzen der Quadrate der Seiten der beiden 
Dreiecke ABC und A,5B,C,. nämlich ya:yo:yw (14.). welche Linien AN. 
BB. C& wegen der Bedingung (13.) parallel sind: 

2) construire man mit den Quadratwurzeln aus den Differenzen der 
Quadrate der entsprechenden Seiten der beiden Dreiecke A,B,C, und A,B,C.. 
nämlich ya, y®u. y@u, in einer beliebigen Ebene das Dreieck D,E,F,. er- 
richte in den Eckpunkten desselben als Lothe die Projeetionsperpendikel der 
Punkte A,. B,. C, auf eine zu den Linien AU. BB, CE senkrechte Ebene. 
D,D, = A,Au,. EuEı = B,B,, FF = 0,C,. und lege durch die Punkte D,. 
E,. F, die Ebene (G&,): 

3) construire man in der Ebene des Dreiecks D,. E,. F, die drei 
Punkte D, E, F, welche von D,. E,, F, resp. die Entfernungen A,A, B,B. 
CC haben und in einer zu den Verbindungslinien D,D, E,E, F,F senkrechten 
Linie (@) liegen. und lege durch diese Gerade (@) die zur Ebene D,E,F 
senkrechte Ebene (E&):; 

4) fälle man vom Mittelpunkte M, des dem Dreieck D,E,F, um- 
schriebenen Kreises Lothe auf die Ebene (&,) und auf die Durchschnittsgerade 
der beiden Ebenen (G,) und D,E,F,, welche resp. die Ebene (&) und die 
Gerade (@) in den Punkten T und S treffen mögen, so ist TS der gesuchte 
Parameter p’ des Paraboloids. 

Der Parameter »' der der Ebene (E) parallelen Schnitte des Paraboloids 
ergiebt sich einfach aus p vermiltelst der Proportion (18. 

n:p = (A,B,6,) :(D,E,F). 

Hieran schliesst sich beim elliptischen Paraboloid folgende Construction 
des Scheitelpunktes: Durch den Punkt S der geraden Linie (@) ist in der 
Ebene (&) ein Punkt der Achse des Umdrehungsparaboloids (P,). auf welchem 
die Punkte D,. E,. und F, liegen, bestimmt; man kann darum durch die 
Projection irgend eines dieser Punkte auf die Achse aus den bekannten Eigen- 
schaften der Subnormale und Subtangente der Parabel den Scheitelpunkt der- 


selben, d.h. auch des zugehörigen Umdrehungsparaboloids, wie folgt. finden : 


Von einem beliebigen der Punkte D,. E, oder F,. z.B. von D,. fälle 
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man das Loth auf die Linie ST (vergl. 4)), es heisse D,D,;,, trage von D, 
aus auf ST die Länge p’ ab gleich TO, verbinde Q mit D, und errichte in 
der Ebene QD,D, auf OD, im Punkte Q das Loth. welches ST im Punkte 
ft durchschneiden mag, so ist der Mittelpunkt S, der Linie RD, der Scheitel- 
punkt des Paraboloids (P,): denn D,Q ist als Subnormale gleich dem Parameter 
p und D,R als Subtangente der durch die Ebene O0 D,D, bestimmten Parabel 
doppelt so gross als S,D,, die Entfernung des Scheitelpunktes vom Fuss- 
punkte des von einem Punkte D, des Umdrehungsparaboloids auf die Achse 
gefällten Lothes D,D,. 

Nunmehr kommen die beiden Paraboloide (P,) und (P,) in den x-Üo- 
ordinaten, d.h. in allen in der Richtung der Achse gemessenen Distanzen 
entsprechender Punkte überein, darum ist D,S, zugleich die Entfernung des 
Fusspunktes A, des von A, auf die Achse des Paraboloids (P) gefällten Lothes 
vom Scheitelpunkte (S8,) dieses Paraboloids. 

Endlich die Achse des Paraboloids (P), oder der Punkt, in welchem 
dieselbe die Ebene A,B,C, (vergl. 2)) durchschneidet, ergiebt sich aus der 
Lage des Mittelpunktes M’ desjenigen dem Dreieck A,B,C, umschriebenen 
Kegelschnittes, welcher zugleich die Projection des Durchschnittes der Ebene 
A,B,C, mit dem Paraboloid (P) ist. Aus der gegenseitigen Beziehung der 
Punkte A,. Bu, ©, (3.) und D,, E,. F, (22.) geht hervor, dass dieser Mittel- 
punkt M’ dem Mittelpunkte M, des dem Dreieck D,E,F, umschriebenen Kreises, 
d.h. der Projeetion des Durchschnittes der Ebene D,E,F, mit dem Paraboloid 
(P;,) in der Richtung der Achse *) entspricht, also erstens dieselbe s-Coor- 
dinate hat, d.h. in derselben Höhe über die Ebene (E) als M, über (E) liegt, 
und dass zweitens M’ die Distanzen der z-Coordinaten der Punkte A,. Bı. 
(‘, in demselben Verhältnisse theilt als der Punkt M, die Distanzen der z- 
Coordinaten der Punkte D,, Eu, F,. Hieraus lässt sich der Mittelpunkt M’ leicht 
construiren. 

Bezeichnet man nunmehr die Projectionen der Punkte M’ und M, resp. 
auf die Ebene (E) und (&) durch N’ und N,, so verhalten sich die Abstände 
der Achsen der beiden Paraboloide (P) und /P,) von N’ und \,, wie die 
y-Coordinaten der entsprechenden Punkte beider Flächen, d.h. wie »:p oder 
ın»':yp‘, woraus die Lage der Achse hervorgeht. 


Die Projectionen der ebenen Schnitte eines beliebigen Paraboloids auf eine 
zur Achse senkrechte Ebene sind ähnliche und ähnlich liegende Kegelschnitte, die 
Projectionen der Schnitte des Umdrehungsparaboloids Kreise. 
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Man erhält durch eine ganz analoge Construction den Parameter der 
xz-Ebene und den Scheitelpunkt des hyperbolischen Paraboloids 


a ; 2x 


f pP' 


au \ m 
wenn man von dem gleichseitig-hyperbolischen Paraboloid 

(P) y-z 2p' x 
als Hilfsfläche ausgeht, welches sich aus dem allgemeinen Paraboloid (P’) er- 
giebt, indem man mit unveränderter Beibehaltung der z- und z-Coordinalen, 
die y-Coordinalen mit — multiplieirt. Die Gleichungen (22.) für die den 
Punkten A,, B,. C, von (P’) entsprechenden Punkte D,. E,, F, von (P,) be- 


halten ihre frühere Form: nur die Beziehungsgleichungen zwischen den Grössen 


9, y werden: 


Gi, / 


P-Y=%, PA-Yı= 2a, Pay = 20. 
Es sei nunmehr die Gleichung der durch die Punkte D,,. E,. F, ge- 
legten Ebene (&,): 
Ax+ By-+-Cz D, 
so wird die Projection des Durchschnittes dieser Ebene mit dem Paraboloid (P;): 
z=0, Al(y’—z)=?2p'(D-By-— Cs), 


d.h. eine gleichseitige Hyperbel,. deren Mittelpunkt M, die Coordinaten 


ge er 
z=(0, y--— 7 SE Dar! 2 
also vom Scheitelpunkte S’, dem Anfangspunkte der Coordinaten, die Entfernung 
! p' | B’ j > 
Ber 
hat, woraus sich ergiebt 
/% \ ! A. N n 
O0) p= ——=ml.cgyp, 
vB’+C 


wenn man den Winkel der Ebene (G,) mit der yz-Ebene durch % bezeichnet: 
dasselbe Resultat wie in Gleichung (29.). Um aber zu den Punkten D,. E,. 
F, (vergl. $S.258) zu gelangen, hat man hier ein Dreieck zu Grunde zu legen, 


welches zu Seiten hat die Quadratwurzeln aus 


ä er M] Ey gr P 27 
U= wu = pP [(Pı-Pr)+(Yi-Y:)]. 
/4 Fo I u : 22 a N\2 & Pas ai ‘a 
(31.) V=u-% =p[(Rr-P)+ (9-7 )7 
] 


Bi ch er 
W= w-?2w = PI(Pf -Pı) + —-Yı)"). 
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welche übereinkommen mit den Projectionen der Seiten des Dreiecks D;E,F 
auf eine zur Achse senkrechte Ebene. 


Von diesem Dreieck D,E,F,. welches zu Seiten hat veR- u 20. 


Vb-+bi— 2b’, yeö+ci—2e', ausgehend, construirt man wie früher (S. 261) 
zuerst die gerade Linie (@), dann M,, den Mittelpunkt derjenigen dem Drei- 
eck D,E,F, umschriebenen gleichseitigen Hyperbel. deren reelle Achse der 
Geraden (@) parallel ist, und weiter verfolgt man Schritt für Schritt denselben 
Weg als früher, um zuerst zu p’, dann zu einem Punkte der Achse und end- 
lich zum Scheitelpunkt des Paraboloids (P) zu gelangen. 

Es bleibt nun noch übrig. den Parameter p’ durch die ursprünglich 
oegebenen Grössen, nämlich die Seiten der Dreiecke A,B,C,, AıB,C,. ABU 
und die Lothe von den Punkten A,. B,. C, auf die Ebene (E), £, {,. 5. aus- 
zudrücken. 

Weil die Ebene (G&,) durch die Punkte D,, E,. F, (22.) geht, so finde! 


> 


zwischen den Constanten A, B, C ihrer Gleichung die Beziehung statt: 
A:B:C = 4,(2):A,(y):Ar(2), 
wo hie) Aly) S(z) die Projectionen des Dreiecks D,E,F;, auf die yz- 
zr0-, ey-Ebene bedeuten. Diese Dreiecke sind bekannt; denn weil die Quadrate 
der Seiten des Dreiecks D,E;F, sind %, ©, w, (23.),. so sind die Quadrate 
der Seiten des Dreiecks 4,(x) für den Fall des elliptischen Paraboloids «,, 
%,, @, und beim hyperbolischen Paraboloid u—2u, &,—?r, w,—2w (31. 
ferner sind die Quadrate der Seiten des Dreiecks 4, (y): 


n" 





m (0, —0,) +p(yı—Y) = m —Uu, 
| | | Pu 
m(—a )+p(p-yY) = B-o, 
2 E 4 Sr. 2 2 n 
m & -G) “- p 7 ud} - Cı & pr m 
und endlich des Dreiecks 4, (2): 
2/ 2IHURLRN » w®—p’ 
m \%; 0) rp Pi u ), u te U, 
| | „r ’ 
Ir \2 dry / 2 — 7° 
m(n—a)-+p(a—P) = b’—- Re v, 
| 5 
5) a 5 nr; Er m ee 
m (a —a)-+p(P —Pı) = Rex 4 m, 
p 


also mit Berücksichtigung der Gleichungen (17.) und (18.) als bekannt anzusehen: 
demgemäss ist auch der Werth von 
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1 A, (x) 
(32.) eig = — — = —— a ) — [= eig 
‚B+Cc YlAaW+ Troydı p} 


sofort durch die gegebenen Grössen auszudrücken. 
Endlich die Entfernung des Mittelpunktes M, des dem Dreieck D,E,F, 
umschriebenen Kreises von der Ebene (E) ergiebt sich durch die Gleichung 


l > Pi . # UL un u Fa Ei > . Pr 
ud, w, u,)$ re Ww, TU, —%,)5 w,\U, rd, W,)& 


(33) I= Ä Do U, 9 )6, Fol we 








und ebenso wird beim hyperbolischen Paraboloid die Entfernung des Mittel- 

punktes derjenigen dem Dreieck D,E,F, umschriebenen gleichseitigen Hyperbel, 

deren reelle Achse der Ebene (E) parallel ist, 
UV+W—U)EHV(W-H-U—V)E--WCU+V—W)L, 


! in ge ie Fi ST N ar => 
a) I = U? _V’_W’L2VW--2WUL2UV 





wo YU, yV, yW als Seiten des Dreiecks D,E,F, durch die Gleichungen (31.) 
definirt sind, d. h. dieselben Werthe haben, wie ya,, y®,, yw@, (11.) beim 
elliptischen Paraboloid, wenn man das Zeichen von p’ unbeachtet lässt. 
Setzt man diese Werthe für ! und , resp. für !’ und Y', in die Gleichungen 
(29.) und (30.) ein, so ergiebt sich p’ sowohl für das elliptische als für das 
hyperbolische Paraboloid durch die in der anfänglichen Aufgabe gegebenen 
Bestimmungsstücke ausgedrückt. 

Bezeichnet man den Zähler in den Ausdrücken für / und /’ durch Z, 
so dass also für das eine oder andere Paraboloid: 


is» 


| a = u, (0 tw — u) +9, (wo ud.) + wu, (u t0,— 0.) &> 
(39.) (oder 


| 


\ Z= UV+W-U)5+ V(WH+U-V)S+ W(UHV-W)S, 

so ergiebt sich für die Annahme Z=0, dass / und /" unabhängig von dem 
Werthe von y, bezüglich von g', d.h. von der Neigung der Ebene (G;) gegen 
die ys-Ebene oder die Achse des Paraboloids, folglich auch unabhängig von 
der Neigung der Ebene der ersten Basis A,B,C, gegen die Ebene (E) ver- 
schwinden, folglich auch p' gleich Null wird, während das Verhältniss der Para- 
meter p' und z', d.h. der Quadrate der Halbachsen der Flächenschnitte senkrecht 
zur Achse einen endlichen Werth beibehalten kann. In diesem Falle liegen 
die Mittelpunkte der Projectionen aller beliebigen Flächenschnitte auf eine zur 
Achse senkrechte Ebene zugleich auf der Ebene (E), und weil man in den 
Ausdrücken von Z, wie sich später zeigen wird, die Factoren £, {,, & ohne 
Aenderung des Werthes von Z durch die Factoren 7, n,. 7, ersetzen kann, 
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zugleich auf der 3-Achse der Fläche, d.h. diese Projectionen sind concentrische 
(ähnliche und ähnlich liegende) Kegelschnitte: die Fläche wird also ein Cylinder. 


Wenn das Verhältniss von — = (18. 8.) gleich +1 wird, so werden die 
Flächenschnitte des Paraboloids we zur Achse Kreise oder gleichseitige 
Hyperbeln, die Fläche also wird 


1) ein elliptisches Umdrehungsparaboloid, wenn «, positiv ist, und 4,, 
die Projection der ersten Basis auf eine zur Achse senkrechte Ebene, zu Seiten 
hat yu, yo, yw. Die Fläche wird 

2) ein gleichseitig-hyperbolisches Paraboloid, wenn u, negativ ist, und 





die Seiten von 7, die Längen haben ya—2u, ye,—2v, yw—2w. 


Der Cylinder. 


$.14. Es seien A,, B,, €, als Eckpunkte der ersten Basis beliebige 
Punkte des Cylinders 


ee 


und A,, D,, ©, als Eckpunkte der zweiten Basis die conjugirten Punkte des 
Grenzeylinders 


und zwar bestimmt durch die Gleichungen 


” = Me, y En » =, =, 
(3.) Av: | #7 n/ N # = np, = Ms» Co:! „—- nd = N, 
ls=py = 5, »=pfı = I3= pp: —» 








und 
” — me, (2 = ma,, (= mOs, 
ir age 
4) A:ly=ym—p.ß, Bi'y= yn—p'.P, Cı:{y= yn’—p’. Pr, 
RN 3—=(, 3=0, 
wo 


Sind wie früher a,, b,, ec, und a,. b,,. c, bezüglich die Seiten der 
ersten und zweiten Basis, und ist das Dreieck ABC mit den Seiten a, b, e 
die Projection der ersten Basis auf die Ebene (E) des Grenzeylinders, so 
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dienen zur Bestimmung der Längen a, b, ce die Gleichungen 
a’ — — (5152) = m (0,0) +’ (APR), 


) 
(6.) = b— (&-—£) = m (—a ”’+n (AP), 


e=o—-(— 7) 


RB 


) =m(a—a)+n(P —Pı), 
während als gegeben anzunehmen sind die Werthe von «a,. b,, c, und a), 
bi, ci, welche mit denen in den Gleichungen (10.) des $. 13 übereinkommen; 
dasselbe gilt für die aus diesen Gleichungen herzuleitenden von #,, ©,. 2%, 
und «, ©, w ($. 13, Gll. (11.) und (12.)), und es ergiebt sich demnach auch 
hier zwischen den letzteren drei Grössen die Relation 
(7.)  yYutye+yw=0, d.h. u=0. 
Um nunmehr die den Cylinder vom Paraboloid unterscheidende Bedingung zu 
erhalten, bilde man den im vorigen Paragraphen (Gl. 35) bei dem Schluss- 
werthe des Parameters p' vorkommenden Ausdruck 
8.) Z= w(ote,—u,)C+9 (wtw—v) + w(u+ ©.) Ca. 
Setzt man in diesen Ausdruck für «,, ©,, %@, bezüglich ihre Werthe ein: 
= pP AP) +72) = pP A-Pıpr—Yı72), 
(9.) v=P RP +97 )I=PAa-RP—- 97) 
= Hr = PAR By pi 
und ebenso für &, &,, & die Werthe py, pyı» P/r, So redueirt sich der 


Werth von Z auf Null; dasselbe gilt für den analog gebildeten Ausdruck 

(10.) Y= u tw -W)n+ 0% wur t we) nt wu (ut —Ww,) NR. 
Es dienen also die Gleichungen 

I). eier Fr 

von denen die eine die andere bedingt, zur Unterscheidung des Cylinders und 
des Paraboloids, wie bereits gegen Ende des letzten Paragraphen bemerkt 
worden ist. Ebendaselbst ist auch bereits die geometrische Bedeutung dieser 
beiden Gleichungen (11.) dahin festgestellt worden, dass die Mittelpunkte aller 
Flächenschnitte des Cylinders auf der Achse liegen. 

Die Richtung der Achse des Cylinders ist auch hier durch die Glei- 
chungen 


\2 


12) u=pPA-B), 0=P(A-P), w=p(B-ß) 


bestimmt, aus denen sich ergiebt 


AO fi A N fi ef Ey RE DER: 
(13.) (BP): (AR—P):(P-Pı) = Yu:yo:yw. 
34 * 
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Wenn man nun, zunächst unter der Voraussetzung positiver Werthe von p‘, 
d.h. für den Fall eines elliptischen Cylinders (C), als Hilfsfläche denjenigen 
gleichachsigen Kreiscylinder (C,) einführt, welcher sich aus dem Cylinder (C) 
p 


dadurch ergiebt, dass man die y-Coordinaten desselben mit > 


multiplicirt, 


die z-Coordinaten aber unverändert lässt. so dass also die den Punkten A,. 
B,. ©, von (EC) entsprechenden Punkte D,, E,, F, von (C,) bestimmt werden 
durch die Gleichungen 


— ma, ® — mo; , 7 = ma, , 
(14) D.:y=pP, E:: u =pPiı, FR: y=pP:; 
“=ps u a “= Pf 


so ergeben sich für die Quadrate der Seiten des Dreiecks D;,E,F, folgende 
Werthe: 


\Öı 


(15) ED = mare 4 PB +7); 


+77] 


und für die Projection D,E,F, dieses Dreiecks auf die ys-Ebene: 


'{ı m? 2% \2 2r/% 9 \2 ri 2 
(EP? = me HN, 


DE = m’(a —a)+p[(P—Pı) 


2 m f 


(& = PA-B)’+HM-7%))] = w, 
16.) RD =pl(R-P +7] =; 
ID,E =p ((P -Pı)+Y -—Yı)’] >= wo. 

Für dieses Dreieck bedeuten die Ausdrücke Z und Y ((8.) und (10.)), be- 
züglich dividirt durch 

u, = —w-9—-wtr0,w,+2w,u, + 2u,00, 
die Entfernungen des Mittelpunktes M, des demselben umschriebenen Kreises resp. 
von der y- und z-Achse des Coordinatensystems, d.h. die Bedingungen (11.): 

Z=0 ud FT 


bedeuten, unter Ausschluss der Annahme «,=0, welche später besonders 
betrachtet werden soll, dass der Mittelpunkt des dem Dreieck D,E,F, um- 
schriebenen Kreises, oder was dasselbe ist. der Projection des Schnittes des 
Hillseylinders (C,) durch die Ebene des Dreiecks D,E,F, in der Richtung der 
Achse des Cylinders, d.h. der Mittelpunkt dieses Schnittes selbst, auf der 
Achse liegt. Dasselbe gilt bei der gegenseitigen Beziehung des Cylinders 
(C,) zu dem allgemeineren (C) für den entsprechenden Schnitt der Ebene des 
Dreiecks A,B,C, mit (C). 
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Ist p’ negativ, d.h. (C) ein hyperbolischer Cylinder, so wird die Hilfs- 
fläche (C,) unter Festhaltung der früheren Beziehungen von (C) und (C,) ein 
gleichseitig-hyperbolischer Cylinder, im Uebrigen bleibt Alles ungeändert, ausser 
dass sich für die Quadrate der Seiten der Projection des Dreiecks D, E,F, 
auf die ys-Ebene andere Ausdrücke ergeben, nämlich (vergl. $.13, Gl. (31.)) 


| EuF, = pP [(Pı— zn -7)]= w-u=U, 
ar) ImD = pl Hy = 0r2o = V, 
'D,E: —= p[(P IE ne Pt = MW, 
d.h. 
Z=U(V+W-U)S-+V(W+U-V)G, +W(U+V-W)E, = 0 
und 

Y= U(V+W-U)n+V(W-+U-V)n+W(U+V-W)n=0 
(vergl. $.13, Gl. (35.)) bedeuten ebenfalls, dass der Mittelpunkt des Durch- 
schnittes der Hilfslläche (C;) mit der Ebene des Dreiecks D,E,F,, folglich 
auch des Durchschnittes des Cylinders (C) mit der Ebene der ersten Basis 
A,B,C,, auf der Achse des Cylinders liegt. 

Mit Bezugnahme auf die Eigenschaft des Cylinders, dass alle ebenen 
Schnitte desselben auf eine zur Achse senkrechte Ebene nicht bloss concentrisch 
sondern auch congruent sind, kann man aus der Hilfsfläche sofort die Halb- 
achsen der Schnitte von (C) senkrecht zur Achse herleiten: weil nämlich die 
Cylinder (C) und (C,) in den z-Coordinaten übereinkommen, so ist entweder 
der Radius der Kreisschnitte von (C,) zugleich die kleine Achse der zur Achse 
senkrechten Schnitte des (elliptischen) Cylinders (C),. oder das Quadrat der 
Achse der gleichseitigen Hyperbelschnitte von (C,) zugleich, abgesehen vom 
Vorzeichen, das Quadrat der imaginären Achse der zur Achse senkrechten Schnitte 
des (hyperbolischen) Cylinders (C,), nämlich 

ı er en, resp. n= ——:; 


wo M das 16fache Quadrat des Flächeninhalts des aus den Seiten yU, yYV, 
yW gebildeten Dreiecks D,E,F, bedeutet. 

Dasselbe Resultat ergiebt sich aus der Umformung der Determinante 
u, oder M nach der früher bereits wiederholt zur Anwendung gekommenen 
Methode (vergl. $.12, Gl. (13.) und $.13, Gl. (25.)); behandelt man diese 
Determinante wie in $. 13, Gl. (18.). so gelangt man zu demselben Resultate 


wie dort, nämlich dass 
n"” A6M 162 





\ / p’ u, TE 
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Diese Gleichung lässt sich ebenfalls sofort aus den Beziehungen der 
beiden Dreiecke A,B,C, und D,E,F, herleiten: weil nämlich für die Eck- 
punkte dieser Dreiecke die s-Coordinaten übereinstimmen, so verhalten sich 


[u 
16 


'M . . . . - 
] ig, wie die y-Coordinaten der entsprechenden Punkte, d.h. wie die Halb- 
) 


ihre Projectionen auf die yz-Ebene, nämlich die Dreiecke 4, und ] resp. 


achsen » und p. 

Den positiven Werthen von «, entspricht der elliptische Cylinder, den 
negativen Werthen von ı, der kyperbolische Cylinder. 

Die Construction der (unendlichen) Achse des Cylinders und der beiden 
(uerachsen lässt sich in beiden Fällen ohne Schwierigkeit ausführen: 

1) Es sei u, positiv und u,v,w, positie, d.h. «,, &,, @, selbst positiv 
($. 12, Gl. (31.)), so sind »° und p’ beide positiv, d.h. wird die Fläche ein 
elliptischer Cylinder. Alsdann erhält man 

zunächst, wie beim Paraboloid, in der Ebene (E) die Richtung der 
Achse des Cylinders, indem man durch gerade, durch die Eckpunkte des Drei- 
ecks ABC gezogene Linien die Seiten desselben im Verhältniss der Quadrat- 
wurzeln aus den Differenzen der Quadrate der Seiten der beiden Dreiecke 
ABC und A,B,C,, nämlich yu:ye:yw, theilt, welche Linien AU, BB, CE 
wegen der Bedingung (7.) einander parallel sind; 

alsdann construire man mit den Quadratwurzeln aus den Differenzen 
der Quadrate der entsprechenden Seiten der beiden Dreiecke A,B,C, und 
A,B,C,, nämlich ya,, Ye, yw@,, in einer beliebigen Ebene das Dreieck D,E,F,. 
so ist der Radius r, des diesem Dreieck umschriebenen Kreises die kleine 
Querachse (p) des elliptischen Cylinders, welche eine zur Ebene (E) senkrechte 
Lage erhält: 

ferner ziehe man in der Ebene des Dreiecks D,E,F, durch den Mittel- 
punkt M, des diesem Dreieck umschriebenen Kreises diejenige gerade Linie, 
deren Entfernungen von den Endpunkten D,, E,. F,, nämlich D,D, E,E, 
F,F, bezüglich gleich sind den Linien A,A, B,B, C,C, welche Construction 
durch die Bedingung Z=0 ermöglicht wird, und projieire die Eckpunkte des 
Dreiecks ABC auf eine zur Achse senkrechte Linie in den Punkten A’, B', C': 

so ergiebt sich x, die grosse Querachse des Cylinders, welche also 
in die Ebene (E) zu liegen kommt, durch die Proportlion: 

nr„=EF:B'C'(=FD:C’A=DE:AB)), 


und M’, der Punkt, in welchem die unendliche Achse des Cylinders die 
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Gerade A’B’C' durchschneidet, theilt die Distanzen der Punkte A’, B', C' in 
demselben Verhältniss, in welchem M, die Projection von M, auf die Linie 
DEF, die Distanzen der entsprechenden Punkte D, E, F theili. 

2) Es sei u, negativ und wu,v,w, positiv, d.h. p’ negativ und »° 
positiv, so wird die Fläche ein hyperbolischer Cylinder, dessen reelle Achse 
in der Ebene (E) liegt, oder es sei u, negativ und u,v,w, negativ, d.h. p’ 
positiv und »' negaliv, so wird die Fläche ein hyperbolischer Cylinder, dessen 
reelle Achse die Ebene (E) senkrecht durchschneidet, alsdann hat man die 
eben angeführte Construction nur darin zu ändern, dass man nicht aus den 
Seiten ya, y®,, yw, ein Dreieck construirt, sondern aus den Seiten 


yu—2u = Ya +a—2a,, 


vo—2% = Yu _2B, 


f 


und diesem Dreieck anstatt des Kreises diejenige gleichseitige Hyperbel um- 
schreibt, deren eine Hauptachse durch die Linie DEF dargestellt wird, und 
zwar, wenn 0,0, positiv ist, die reelle Achse, wenn dagegen «,®,%@, negativ 
ist, die imaginäre Achse. 

Ist «, (bezüglich M) gleich 16.7/,, so wird das Verhältniss der Quadrate 
der Querachsen, abgesehen vom Vorzeichen, gleich 1, d. h. die Fläche ein Kreis- 
cylinder oder ein gleichseitig-hyperbolischer Cylinder. 

$.15. Die bisher von der Betrachtung ausgeschlossene Annahme, dass 
u und «, zugleich verschwinden, führt (S.256) zum parabolischen Cylinder. 
Wenn die Eckpunkte A,, D,,. C, der ersten Basis auf einem solchen Cylinder 


2 


— = 2% 
p 
; )° ä i Ku 
angenommen sind, wo = (S. 252), und A,, B,. C,, die Eckpunkte der 


zweiten Basis, als die conjugirten Punkte auf dem Grenzeylinder 


m a 
S — 0, | 5 


und zwar, wie bekannt, die correspondirenden Ecken beider Basen auf par- 
allelen, zur Ebene des Grenzeylinders senkrechten Ebenen, so ergiebt sich, 
dass die senkrechte Projection der ersten Basis auf die Ebene der zweiten, — 
das Dreieck ABC, — congruent und gleichliegend ist der zweiten Basis. 

Die Richtung der Hauptachsen wird bestimmt durch die Proportion 


.Y « « € “e) 
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wo die Grössen « und £ dieselbe Bedeutung haben als früher (S. 252). Auch 
der Parameter p' ergiebt sich durch Entwickelungen, welche sich denen in 
$. 13 anschliessen lassen. Man erhält nämlich, unter Beibehaltung der daselbst 
eingeführten Bezeichnungen: 


u ? P Ya 
Wu = (u), 
2 2 “en 

u>= u—bi un (2 > ) 9 
Le 2 ı_rF_Pı2 
Ww, = (u—-C = (G u 75 


und weil die Punkte A,. D,. C, auf dem parabolischen Cylinder liegen: 
En 2 (pSstp— Goa), 

2(pstps-55); 
ww. = 2(ps+pSs—f S)- 

Bildet man jetzt die Determinante 


I 


Vi) 


| 0, Ws © | | FRE dy D d,; | 
u - | dus dis dı: , 
d 


2uyc,W., a | LE 0, U 
| 
| dos da, 





Oo %, 0 


nm 
nm 


Wo 


so ergiebt sich 
2u,0,0 = Sp”[E, ST 


> >] 


d. h. 


Ud,Ww, = 16p”. 4%. 

Durch diese Gleichung ist p’, der Parameter des parabolischen Cylinders, be- 
stimmt, weil 4,, die Projection der ersten Basis auf die «z-Ebene, welche 
durch die bereits construirte Achsenrichtung in ihrer Lage bekannt ist, sowie 


ls ©, Wu, als gegebene Grössen zu betrachten sind. 
Berlin, 1870. 











Ueber eine Darstellung des Kreisbogens, des 
Logarıthmus und des elliptischen Integrales erster 
Art durch unendliche Producte. 


(Vorgetragen in der Sitzung der math.-phys. Klasse der K. Bayr. Akademie d.W. am 9, November 1867.) 


(Von Herrn Ludwig Seidel in München.) 


Die Functionen arccosz und logx sind einer Darstellung durch un- 
endliche Producte fähig, auf die man, soviel ich weiss, noch nicht aufmerksam 
geworden ist, obgleich sie vor anderen Darstellungen, ausser ihrer höchst 
einfachen Ableitung, gewisse auszeichnende Eigenschaften voraus hat. 

Wenn man die Gleichung 


sin @ sint«@ 
- O0 En 





@ ı, 4a 
m mal anwendet. indem man stets den rechts stehenden Quotienten wieder 
transformirt, so ergiebt sich 


sın« 








Br Ss 1 siIacos! >08 — 
- — COS 5 0. COS 4 2 C05Sg 0...C0S Im r m 


am 
Lässt man hier m über alle Grenzen wachsen, und ist festgestellt (was eigent- 
lich Sache des Uebereinkommens über die Einheit der Kreisbogen ist), dass 
das Verhältniss eines unendlich abnehmenden Arcus zu seinem Sinus Eins 
‚, zur Grenze hat, so erhält man sofort 


sın@ 





a = wegen ® 
C0OS3 @ 0034 @Cc0sga@... ın ınf. 


Die verschiedenen rechts auftretenden trigonometrischen Functionen sind aber 
algebraisch durch eine einzige darstellbar. Setzt man 


cosa = x 
und 
& 
cos Ir = T,, 
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so ist nehmlich 








(2ı = Ys(1+z), 
LE 0.00 \ 
‘1. © = yı(l+m), 
x; = ys(l+m,) 


\ 








etc 
und man hat nach dieser Bezeichnung 
BEER 1—_x? 
1.) arccosze = 
L, L,%; 
Die Convergenz der Wurzeln z,. x;. ... gegen die Einheit ist so 


rasch, dass man z.B. mit 2=0 den Werth von logr auf fünf Decimalen 
genau erhält aus der Berechnung von acht Facloren des Nenners, deren Loga- 
rithmen sich fast a vue der Reihe nach hinschreiben lassen, wenn man Tafeln 
hat, die (wie die Wittsteinschen oder auch die Augustschen Additions-Loga- 
rithmen) für echte Brüche x den log(1-+-x) zum Argumente log. sogleich 
geben. — Die Convergenz des Wallisschen Productes für ist ohne Vergleich 
langsamer; übrigens bietet unser Product. welches zu gegebenen goniometri- 
schen Funeclionen den Bogen darstellt, mit dem bekannten anderen. welches 
umgekehrt den Sinus durch eine Reihe algebraisch vom Bogen abhängiger 


Factoren ausdrückt, die bemerkenswerthe Analogie, dass nach beiden das Ver- 


sına . ’ u. . 2% ’ 
— eine Formel von besonders einfacher Gesetzmässigkeit erhält. 





hältniss 
[44 

Das theoretische Interesse der Gleichung (11.) liegt vornehmlich darin, 

dass sie den zu gegebenem Cosinus gehörigen Bogen in seiner ganzen Viel- 
deutigkeit darstellt. In der That ergiebt sich unserer Ableitung nach die 
nehmliche Formel, man mag unter «@ von den verschiedenen zum cos@e = 
gehörigen Arcus verstehen, welchen man will. Nur fallen, je nach Ver- 
schiedenheit der Wahl, die Vorzeichen bestimmter x 


af | 


und in Folge dessen 
auch die absoluten Werthe der später kommenden &,;,1, £,;>, . .. verschieden 


aus. Umgekehrt ist es erlaubt zur Herstellung des Ausdrucks (Il.) jede ein- 





zelne der Grössen x, — y4(1+zx,_,) (sowie auch die yl—r’) nach Belieben 
positiv oder negativ zu wählen, — mit der einzigen Beschränkung, dass von 
irgend welcher Stelle ab alle späteren x positiv genommen werden müssen. 
Diese Einschränkung (begründet in der Bedeutung der x, als Cosinus von 
Bogen, die zuletzt unendlich klein werden) ist nehmlich unerlässliche Bedingung 
für die Convergenz des unendlichen Productes z,,7,... gegen einen von 


Null verschiedenen Werth: sie wird also durch die Form der Gleichung (1. 
oO h 
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von selbst vorgeschrieben. So oft man demnach ausser dem Vorzeichen von 
1-2’ noch diejenigen einer endlichen Anzahl der x,%,... nach Belieben 
feststellt, erhält man aus (II.) Einen der unendlich vielen Werthe von are cos, 
bei jeder Disposition über die Doppelzeichen einen anderen, — und nur dann 
den absolut kleinsten, zwischen +7 gelegenen Bogen «,., (dessen Vorzeichen 
mit demjenigen seines Sinus y1—.x’ übereinstimmt), wenn man alle Grössen 
7%... positiv nimmt. In dieser Beziehung beweist man leicht folgende all- 
vemeine Regel: Bezeichnet A den absoluten Werth von «&,. d.h. den kleinsten 
positiven Werth von arecosz, und sind x,, %,. %.,...%,, ®, (geordnet nach 
steigenden Indices, und in endlicher Anzahl gegeben) diejenigen unter den 
Grössen 2, X» ...„ Welche man negativ nehmen will, so giebt bei dieser 
Disposition die Gleichung (II.) für den Arcus den Werth 

oe = +[A—R'n+2’n —2'n +. +2'n), 


wo in den Klammern die Zeichen beständig wechseln, und vor denselben das- 


jenige von «, oder von yl—x’ massgebend ist”). So zum Beispiel, falls 





= - gesetzt und auch y1l—.r' negativ angenommen wird, findet man den 


v2 
i Br Rn ’ 
Werth «, = =» WENN Di, Din... alle positiv bestimmt werden, dagegen 
29a Ist 
den Werth 22.7769.. 7 = +97, wenn man unter den letzteren 


Grössen noch x,, und zwar diese allein, negativ wählt. 

In so ferne die charakteristische Vieldeutigkeit der Transscendenten 
arccos.r in ihrem ganzen Umfange sich wiedergegeben findet durch algebraische 
Vieldeutigkeit der Formel (Il.), — während die bekannten Ausdrücke durch 
Reihen (die auch nicht so allgemein convergiren) dem Bogen seine auszeichnendste 
Eigenschaft abstreifen, — ist man berechtigt zu sagen, dass das unendliche 


Product einen der Natur dieser Function mehr accommodaten Ausdruck ab- 


giebt, als die Reihen **). 


=) Will man die Regel umkehren, um direct diejenige Wahl der Vorzeichen zu 
erkennen, die der Differenz @&—e, einen vorgeschriebenen Werth +2mrz giebt, so ist 
zu beachten, dass jede ganze Zahl (hier die serade 2m) auf zwei verschiedene Arten 
in die Form 2’—2° + .-- (nach fallenden Potenzen von 2 geordnet) sich bringen lässt. 
Jede der beiden Darstellungen erhält man aus der anderen, wenn ınan in dieser statt 


des letzten Gliedes +2 den Ausdruck setzt +(2°'1—2°), und die Wahl ist unter 
beiden so zu treffen, pw das niedrigste Glied von @—a, = +2mn entgegengesetztes 


Vorzeichen erhält mit «,, oder mit y1- .a®. 


Wenn man in (II.) 2 =0 setzt, und den Werth, welchen der Ausdruck bei 
einer beliebigen Disposition über die Zeichen erhält, dividirt durch denjenigen, welcher 


35 * 
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2. 


Die analoge Formel für den Logarithmus erhält u aus (11.) unmittelbar 
mittelst der Substitution «= ilogy, oder 2=4(y+- —)" Will man diesen 
Uebergang nicht machen, etwa in der Absicht den S aulacs ‚, der zwischen 
beiderlei Arten von Functionen durch das Imaginäre_ statt er selbst aus 
der Uebereinstimmung der zwei unendlichen Producte zu erweisen, so benutz! 
man die Formel 


—1 hy 
41-977 = Hr) 
welche, wiederholt auf sich selbst angewendet, giebt 
Bi‘ ) 1 ) 1 1 “ 1 > 
| ww’; / is 2 / j; W s\ LER IM \ om om 
Aue Alt Ale v5 ae IC Als Bd ii ak DD PET N kr a ZDIE  Be? 


und erhält, indem man mit den beiden Termen dieser Gleichung in die bei- 
l 


den Seiten der Gleichung logy=2"logy’ dividirt: 


log Yy ch 1 1 1 log y am 
v-yi a4 yd aW+y ee 








Lässt man jetzt m» über alle Grenzen wachsen, so nähert sich y° schliesslich 
der Eins, vorausgesetzt, dass y positiv ist. und dass man den gebrochenen 


Potenzen dieser Grösse ihre reellen positiven Werthe beilegt. Setzt man 
l 


y’ =1+{£ (wo { + sein kann), so geht der letzte Factor zur Rechten über 


. . log ( | u un C) 1—+ E hs r fi 
in die Form —-.— —.. deren Grenzwerth, für unendlich abnehmende [, 
-< +25 


ur 





einzuführen ist. Dieser Werth ist 4 M, wenn man mit M, unter Voraussetzung 
dass der reelle Werth des Logarithmus festgehalten wird, die Grenze von 


loe (1-+C) } b k \ ' : 
>, (d. ij. den Modulus des Logaritimen-Systems) bezeichnet. (Die 


- 


Existenz der so definirten Constanten J/ lässt sich leicht ohne Anwendung 
unendlicher Reihen erweisen). Hiernach geht unsere Gleichung für unend- 


lich grosse m über in die Form 


(I11.) logey = s 2 uyT) .M 


l l 1 i l 








er 2? = NIE + / 8 | 
4ly’+y ").2(y+y *).3y°+y 


9)... ın ınf. 

lauter positiven Zeichen entspricht, so repräsentirt der Quotient alle ungeraden Zahlen; 
man erhält daher einen Ausdruck für alle ganzen Zahlen, wenn man noch +1 hinzu- 
füet und halbirt. Dasselbe lässt sich auch auf etwas andere Art erreichen. 





DD 


_—— 
‘ci 
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Der Ausdruck convergirt unmittelbar, und rasch, für das ganze reelle Gebiet 
der Logarithmen und zeichnet sich dadurch aus vor anderen Darstellungen 
derselben Function. Das natürliche Logarithmen- System charakterisirt sich 
dabei durch den Werth 1 des Factors N: für jedes andere System kann der 
Werth dieser Constanten, wenn etwa stalt seiner der Werth des Logarithmus 
irgend einer bestimmten Zahl vorgeschrieben ist, selbst aus der Gleichung 
(IH.) gefunden werden. Diese Gleichung spricht auch direct gewisse fun- 
damentale Eigenschaften der Logarithmen aus: unter Anderem lässt sie er- 
kennen, dass bei unendlich wachsendem oder unendlich abnehmendem y der 
Logarithmus unendlich klein bleibt gegen jede noch so niedrige positive oder 
resp. negalive Potenz von y. Denn weil im Nenner die Summe der Ex- 
ponenten gleichen Vorzeichens, 4+4-+4----, gegen Eins selbst convergirt. 
so gehört der Ausdruck logy im einen wie im anderen Falle keiner Ordnung 
von y oder - mehr an, deren Exponent noch so wenig von Null verschieden 
wäre. — Die imaginäre Vieldeutigkeit des Logarithmus wird durch unsere 
Ableitung der Gleichung (111.) nicht unmittelbar evident: sie tritt aber aus der 
(reellen) Vieldeutigkeit des Ausdruckes in (1l.) sofort hervor, wie die Con- 
cordanz zwischen beiden erkannt worden ist. Setzt man nehmlich in (II. 


zur Abkürzung 


s(y’+y’) = m, 


so hat man, gerade so wie in (l.), allgemein 


2,4 = Vllt) 
Daher kann man auch umgekehrt die einzelnen Factoren des Productes in 
(I1.) explicite ohne Häufung von Radicalen und ohne die algebraische Form 
aufzugeben, darstellen, wenn man zu dem dort gegebenen cosinus x die Hilfs- 
grösse y einführt, definirt durch die Gleichung 1(y+ -) x. Zwar wird 


nach derselben, wenn x ein echter Bruch ist, y complex, aber die Werthe 
1 l 


ın \ 


bleiben reelle Indessen würde der 


yet? 
Ausdruck (1.) durch diese Substitution an Klarheit verlieren, weil nach der- 
selben wohl die Vielheit der reellen Werthe jedes einzelnen Factors x, so- 
eleich zu erkennen, aber nicht mehr, wie aus den Gleichungen (l.). direc! 








278 


Serdel, über einige Darstellungen in Form unendlicher Producte. 


zu ersehen wäre, dass man jedem Factor, sobald der unmittelbar voraus- 
gehende bestimmt ist, unter den 2” reellen Werthen, deren er an und für sich 
fähig ist, nur mehr Einen von den beiden sich entgegengesetzten geben darf, 
die zum Werth des vorausgehenden passen. 

Für die numerische Anwendung der Gleichung (111.) bildet das gleich- 
zeitige Auftreten positiver und negativer gebrochener Potenzen von y in der- 
selben eine Unbequemlichkeit. Sie wird vermieden, wenn man die Factoren 
X, %, ... des Nenners nach dem Algorithmus (l.) berechnet (indem man 
alle Wurzeln positiv nimmt): man kann aber auch in (I11.) nach Belieben die 
negaliven oder die positiven Potenzen dadurch wegbringen, dass man den 











1 l 1 
Zähler mit y, den Nenner mit y' y’ y”... entweder multiplieirt oder dividirt. 
wodurch folgende Doppelgleichung entsteht: 
M(y—1) 
— n T — T PR 
! | ı(1-$ı ıd+yt).4(i+y°) 
a 2 /") +y°) Sn ] 
. , 
FE 1 1 1 


A4y Yalıy Yalday Ne 

Jede von beiden Formen ist, immer unter Voraussetzung dass alle Wurzeln 
reell und positiv genommen werden, brauchbar für alle positiven y. Wollte 
man sich denken, dass eine ganze Reihe von Logarithmen erst zu berechnen 
wäre, so könnte man sich die Bildung unserer Producte noch sehr erleichter! 
denken durch eine Hilfstafel, welche die Quadratwurzeln solcher Zahlen, die 
der 1 nahe liegen, direct ergäbe: man würde dann selbst für sehr grosse 
oder sehr kleine y nur einige wenige der ersten Wurzeln direct auszuziehen 

1 


haben, weil die Grössen y” sehr rasch gegen Eins convergiren. Zu den 
Gleichungen (11.) und (II.) ist noch zu bemerken, dass in ihnen (vorausge- 
setzt man sei in Formel (Il.) bis dahin vorgegangen, wo alle weiteren x 
positiv genommen werden) jeder folgende Factor des Nenners näher an 1 liegt. 


als die Quadratwurzel des unmittelbar vorausgehenden: nennt man diesen f, 
1 ni ni 


so liegt also das Product aller späteren näher an 1, als f? * ° "",d.h. als 
f selbst, sodass man an jeder Stelle genau weiss, wie viel höchstens durch 
die Vernachlässigung aller folgenden Factoren gefehlt werden kann. Unter 
den beiden Formen in (IV.) hat für jedes y die Eine noch die nehmliche 
Eigenschalt, und zwar diejenige, in welche die zu 1 addirten gebrochenen 


Potenzen von y grösser als 1 sind. Endlich beweist man auch, dass, wenn 
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Fa ‘ 


einmal in Gleichung (Il.) oder (IIl.) ein einzelner Factor f des Nenners von 
1 nur mehr um eine kleine Grösse „erster Ordnung“ verschieden ist, alsdann 
unter der vorhin ausgesprochenen Voraussetzung bis auf Grössen „.zweiler 
I 
Ordnung“ der nächstfolgende mit f‘, der diesem folgende mit f", ete., also 
das Product aller späteren mit Vf übereinstimmt. In den beiden Formen (IV. 
dagegen ist unter gleichen Voraussetzungen der auf f folgende Factor bis auf 
kleine Grössen zweiter Ordnung gleich f’, der nächste gleich f‘, ete. und 
das Product dieser aller gleich f selbst. Durch diese Bemerkung wird die 
numerische Anwendung der Formeln noch wesentlich abgekürzt; wegen des 
Näheren beziehe ich mich auf die vollkommen analogen Erörterungen am 
Schlusse dieses Aufsatzes. 


3. 

Das elliptische Integral erster Art theilt mit den Functionen Arcus und 
Logarithmus die Eigenschaft, sich halbiren zu lassen, — oder genauer gesag! 
die Eigenschaft, dass seine Hälfte wieder darstellbar ist als eine Function der 
ursprünglichen Art, gehörig zu einem Werthe der Veränderlichen, welcher 
aus dem gegebenen Anfangswerthe derselben algebraisch berechnet werden kann. 
Setzt man nach den bekannten Bezeichnungen 


Pe YI—k’sing’ 


0) 


), = amı, 
so finden sich 


), = amz3u, 
j - . I 

ko u am 4 U, 
. u 
Im am Im 


zu gegebenem 4 der Reihe nach durch ihre Sinus; man hat, wenn 


A —= yl—k'sin 4 ist. 
sin? 2sin4 4? 

Y | t AA ? 
a 2sin4 2? 

9 | HAh, 2 


eic. 
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Durch Einführung von Hilfswinkeln werden diese Ausdrücke bequemer: setzt 
man nehmlich (da %k ein echter Bruch ist) 


2 — sin A, 








vw ksin), = sin A,. 
ä ksind, = sinA,, 
eic., 
so wird 
in2 sint4 | a sınd dA 
SI I m N / Be 
\ - costA4? | Pr cost} 
7 RU sind A er sınd d 
RR) sind, = ——, |ı sind, = —1 
008544, | x cos44, 
eic. | etc. 


Da nun für ein sehr grosses m oder für ein sehr kleines 4, das Verhältniss zwischen 
U 
Ym 
der Einheit ohne Ende nähert, so hat man 


— F(A,) und /,, oder auch das Verhältniss zwischen und sinA, sich 


u 
Im 


a= Fi = lim (2"sinA,). 


M—R 


Dass diese Gleichung für die numerische Berechnung des Integrales sich ver- 
werihen lässt, aber mit Vortheil nur dann, wenn man den Kunstgriff einer 
besonderen Art von Interpolation von mässigen Werthen auf das Unendliche 
hinzunimmt, findet man erörtert bei Schellbach, Lehre von den elliptischen 
Integralen ete. $$. 118 und 160, wo übrigens der Bogen 4, statt seines Sinus 
beibehalten ist. Man kann indess die Formel durch eine analoge Transformation 
wie die für die Herleitung der Gleichungen (ll.) und (III.) benutzten, leicht in 
eine Gestalt überführen, in welcher sie bei zunehmendem m nicht mehr das 
Produet eines unendlich wachsenden und eines unendlich abnehmenden Factors 
enthält, sondern dafür das einer wachsenden Zahl von Factoren, die nach I 
convergiren. Denn es ist identisch *) 
„2sınd, 2sınd, 2sın A, 


1 . 7 Ba 2 
sind, = sin —— - —— ce 
sind sind, "7 u 








und weil zugleich nach (VI.) 


2sınd, 1 


Ba cos4Acos4A 


Natürlich könnte man, hier wie in den früheren Fällen, statt des Productes 
eine Reihe bilden: das Gesetz wird aber einfacher bei dem Product. 
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ist, etc. so erhält man: 


VE) Fü) = - ELOREIER.... 20 


cos4d cos4A1.cost A, cos4.Ad, .cosiA, c0o844,... in int. 
Zugleich hat man für das elliptische Integral zweiter Gattung, ebenfalls durch 
die wiederholte Halbirung (vergl. Schellbach $. 118) 
E()) = F(A)—%k(sinisinA?-+2sin A, sind +4 sin A,sinä?-t--- 
= F(A)— (sinisind;+2 sin A, sin d;+4 sin 4, sin A2+ - --), 
und eine ähnliche Gleichung kann für das Integral dritter Gattung aufgestelli 
werden (s.a. a.0. $.141.). 

Der Ausdruck zur Rechten in Gleichune (VIl.) ist. abeesehen von der 
unendlichen Zahl seiner Factoren, eine algebraische Funelion von sinA, denn 
sin./ und dann die sinus und cosinus der halbirten Winkel, wie sie zur Be- 
rechnung von sin4,. sin./, gebraucht werden, elc. ergeben sich algebraisch 
aus jenem, sodass das ganze Product verwandten Charakter, nur complieirtere 
Gestalt hat, wie dasjenige in der Gleichung für arccos. Die trigonomeltrische 
Form ist nur eingelührt ihrer besseren Uebersichtlichkeit und zueleich der 
Vortheile halber, die sie für die numerische Rechnung gewährt. Mae man 
aber die algebraische Natur der vorkommenden Uebergänge ins Auge lassen, 
oder die trigonometrische Gestalt, in welcher sie erscheinen, so bemerkt man 


leicht, dass der Ausdruck (VII.) von #(2) unendliche Vieldeutigkeit in zweierlei 


Richtung hat, und dieser Umstand verleiht ihm sein Interesse. 
Die verschiedenen Grössen I, 4,,. A, ». As. .... wie sie nach und 


nach in der Rechnung auftreten, werden durch ihre Sinus bestimmt. Um die 
Analogie schon von Anfang an herzustellen, können wir uns denken, dass 
auch von der ursprünglichen Grösse 4 eigentlich der Sinus das Gegebene sei, 
wie dies in der That der Fall ist, wenn das elliplische Integral ursprünglich 
mit der algebraischen Form der zu integrirenden Function vorlag. In der 
Rechnung treten nun zunächst auf sin} 4 und cos !4: von diesen beiden Grössen 
ist die Summe der Quadrate bekannt, gleich 1, und das doppelte Product gleich 
sinA: es ist also klar, dass man nicht allein die Vorzeichen von beiden zu- 
gleich umkehren, sondern auch ihre beiderseitigen Werthe mit einander ver- 
tauschen kann, sodass jede von beiden Grössen vier Werthe im Ganzen hat. 
Die Zweideutigkeit des Vorzeichens hat auf die absoluten Werthe der weiter 
in der Rechnung auftretenden Grössen keinen Einfluss: sie entspricht der 
Doppeldeutigkeit des Radicales IA und braucht nicht weiter besprochen zu 


werden. Es bleibt also dann noch übrig, die Willkür in der Austheilung zweier 
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gegebenen Werthe zwischen sin}4 und cos34. Eine vollkommen analoge 
Willkür findet statt bei der Austheilung der zwei Zahlenwerthe von sin!_/ 
und cos!_./, von welchen ebenfalls die Quadratsumme 1 und das doppelte 
Product ksini gegeben ist; man wird also (abgesehen vom Vorzeichen) be- 
reils vier gleich berechtigte Werthe für sin, erhalten. Weil dabei sin / der 
Null näher liegt als sin, so werden, wie man leicht erkennt. die absoluten 
Werthe des Paares für sin} und cos&%4 eingeschlossen von denjenigen des 
Paares sin 14 und cos}-J. Wenn man daher dem sin&4 nach Belieben einen 
seiner beiden Werthe zutheilt. zugleich aber für cos 43.4 den (absolut genommen) 
srösseren der beiden hier zulässigen Werthe wählt, so erhält man nach (VI. 
jedesmal echte Brüche für sin/, und sin. f,. und die Rechnung kann mit jedem 
der beiden Werthe von sin} 4 im Gebiet reeller Grössen weiter geführt werden. 
Nimmt man dagegen für cos!}./ den kleineren seiner beiden Werthe, d. i. 
den absolut kleinsten (und also für sin}_/ den absolut grössten) unter den vier 
Werthen von sin$4, cos 42, sin} A, cos4-l, so werden, wie auch sin 4 4, cos}. 
gewählt sein mögen, sin, und sin_f, grösser als 1. daher sin&4,. cos! 4, etc. 
complex, und man betritt damit das Feld des Imaginären, in welches man mit 
gleichem Rechte auch bei jedem späteren ähnlichen Uebergang (wieder auf 
zweierlei Art) ausbiegen kann. Während also die Doppelwahl. die schon in 
Bezug auf die Grössen sin}4,, cos44, an unendlich vielen Stellen offen steht, 
für sich bereits zu einer unendlichen Anzahl (reeller) Werthe führt, tritt bei Be- 
nutzung der analogen Freiheit in Betreff der Grössen sin} 1,, cos!}_f, auch 
in der zweiten (imaginären) Richtung die unendliche Mannigfaltigkeit hinzu, 

sowie es der bekannten Natur der Function F(%) zukommt. Natürlich muss dabei 
vorbehalten werden die Erfüllung der Convergenzbedingung für das unendliche 
Product. In Bezug auf diese werde ich nun zeigen. dass sie dann immer 
und nur dann realisirt ist. wenn man die Regel einhält, wie auch die reellen 
oder complexen Werthe einer beliebigen Anzahl von Grössen sinA,. sinds, ... 
und sin A, . sinA,. ... sin I 


sinA, am Anfang genommen worden sein mögen. 


' ım 


von irgend einer, wenn auch noch so späten Stelle ab allen später auftreten- 
den sin!4,. sin! 7, etc. unter den zwei zur Auswahl stehenden Werthen 


immer den vom kleineren Modulus, und dagegen den cos} 4,. cos} A, etc. 


denjenigen vom grösseren Modulus zuzutheilen. Diese Vorschrift entsprich! 
vollkommen der in $. 1 aufgestellten. nach welcher dort nur eine endliche 


Anzahl unter den Grössen &,, &;. ... negaliv genommen werden durfte. 
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4. 


Für den Convergenzbeweis handelt es sich zunächst darum, die Moduln 
zweier aufeinander folgenden. im alleemeinen complexen Grössen sin4, und 
sin4,,, mit einander zu vergleichen. Da keine Verwechselung zu besorgen 
ist, werde ich hier die angehängten Indices weglassen, und einfach 4. 1 stat! 
j,, A, und #, 1 stalt A,,,. f,,, schreiben. 

Es sei gegeben 

sin#=oe", also sin f= k’oe". 
Setzt man 
cos’ = oe’, 
so findet sich 
= yl-+o?. 2008 (positiv), 
abe 


2sin 12° —= 1— cos 4 1 oe : 


ü W ; . _ WW 
— 1— y6 cos 5 — iyosinz 
Hiernach ist 
u 9X 7 
(mod2 sın 2 1)" — 1 4+0—2 0 cos = 
und ebenso 
‘ -I\2 a rd au 
(mod2 cos 4°) 1+0+2 Yocos = 


Das Product dieser beiden Grössen ist 0°; man kann nach Belieben die Eine 
. .. au “ 
oder die andere zur grösseren machen. da w um 27, also —— um nach Will- 


-— 


kür verändert werden darf. Wir nehmen, gemäss der bereits ausgesprochenen 
Forderung, an, dass man das dritte Glied in unserem letzten Ausdrucke wirklich 


positiv, also im vorausgehenden negativ macht: man hat dann 


(1.)  (mod2cos44)' —>1-+0 
und folglich 
. \ ‘ . „n\N ri 7” 
2.)  (mod2sin} 4°)’ < ( 
w 


Vollkommen ähnliche Ungleichheiten bestehen für cos} A’, sin! A’, nur dass 
in ihnen 4’o an die Stelle der Grösse o tritt (die auch auf den Werth von 
° influirt), weil sin A = k’'sin 4 ist. 

o° liegt immer zwischen (1490) und (1—o)'; für die positive Grösse 
o selbst stellt sich die untere Schranke, auf die es hier ankommt, verschieden 


(weil sie immer positiv genommen werden muss) je nachdem o 1 ist; in 


der weiteren Betrachtung müssen desshalb drei Hauptfälle getrennt werden. 
36 * 











284 Seidel, über einige Darstellungen in Form unendlicher Produete. 








Erster Fall. Es seien o und A’o beide grösser als 1. Alsdann ist o 
grösser als o—1. oder 1-0 grösser als 0, man hat daher 


(mod2 cos} 4‘) > 0, 
(mod 2 sin LA)” < o 
und ebenso 
(mod2 cos} —> Ko. 


Folglich wird nach (VI.) 





(modsin A”)? = (mod N 
\ me 2cosı 1 Ze ; 
und 
a 
mod sind” < 7 
also 


modsin.f'” — K. 


Es werden also, wenn man von den Grössen sinA’, sind’ (deren Moduln o 
und 4g waren) übergeht zu den nächstfolgenden ähnlichen Grössen (die durch 
die Accente signirt sind) entweder die Moduln von beiden, oder doch gewiss 
der Modul von sin?” zu echten Brüchen gemacht, wodurch man von unserem 
ersten Falle entweder sogleich zum dritten, oder zum zweiten gelangt. 

Zweiter Fall. Es sei o0>1 aber #e<Z1. Hier hat man 0>>o—1, 
dagegen die ähnliche bei der Betrachtung von cos}, sin4_1 auftretende 
Grösse 0 —>1-—k’e. Folglich ist 

(mod2sin4 4’) <_o, 
(mod2cos }f) > 2—ho 


und hiernach 


modsini” < Vs 


-k’o 
Setzt man # o, welches ein echter Bruch ist, gleich 1—e, so ist der Ausdruck zur 
. . « . “ . . . vo 
linken. d.h. die Grösse, welche jetzt an die Stelle von o tritt. kleiner als vr’ 
Zu 


. [Ü . r - 
also umsomehr kleiner als neh also hat sich durch den Uebergang zum nächst- 
—-$& 


[oleenden A der Modul in einem stärkeren Verhältniss als in dem von 1 zum 


l \ . 
echten Bruch Teer verkleinert. Da nun, wenn man von hier wieder zum 
yire 
nächstfolgenden 4” übergeht, das nämliche sich wiederholt, nur an die Stelle 
von & = 1—Ao jetzt etwas grösseres tritt, so muss bei dem neuen Uebergang 


. “ . .. r .. . 1 . 
der Modul wieder in einem stärkeren Verhältniss als dem von 1: 7— sich 
yi-+e 
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verkleinern, und so fort, so dass jedenfalls nach einer endlichen Anzahl von 


Uebergängen man zum folgenden Falle gelangt. 
Dritter Fall. 


Falle ist 0 > 1—o, 


Es seien o 


also 





(mod2cos 4) 2—0, 
' Fr “212 y' 
mod2 sin 14°) << ren. er 
[7 / FR 0 
und ebenso 
mod2 cos} 1°)’ 2—ko, 
also 
. "19 er I 
mod sind” < —— L — 
v@— eo) (2 —k’o) 
Da nun hier 2—0 >1 und 2- Ko >2-M"—=1-+K” 


und 4°o beide kleiner als 1. 


In diesem 


ist. so verkleinert sich 


also der Modul, wenn man von % zum nächstfolgenden 4’ übergeht, in stärkerem 


Verhältniss als in demjenigen von 1: = 
} Le" 


Uebergang weiter, sodass die Moduln der Grössen sin#’, sinä”, . 


der Grössen sin.f‘, sin 1, 
vergirenden geometrischen Reihe. 


-„ und so bei jedem folgenden 


und ebenso 


schneller abnehmen. als die Glieder einer con- 


Wie man sieht, muss dieses Verhalten jedesmal zuletzt eintreten, wenn 


von gewisser Stelle an consequent die am Schlusse des vorigen Paragraphen 


ausgesprochene Vorschrift eingehalten wird: denn unser erster und zweiter 


Fall führen bei Fortsetzung der Operationen immer von selbst schliesslich auf 


den dritten *). 


Hiermit ist nun die Convergenz des unendlichen Productes gegen einen 


von Null verschiedenen Werth gesichert. Denn 


beiden unendlichen Producte 
und cos 
oder lieber die Quadrate derselben 


(1— sin} 4°) (1—sin} 4, 


wo 


und das analoge. so kann man. weil jedenfalls von 


letzte unserer Fälle gilt, in welchem mod sin 4 4° < 


) 


betrachtet 


Die ganz speciellen zwischen (l.) und (II.) oder 


man für sich die 


1A c054.1,... 


oewisser Stelle an der 
0 #8 


x Zn 
ee DE, 
‘ 
2 vV2- 0 - 


von 


zwischen (11.) und (III.) 


in der Mitte stehenden Fälle wo entweder o oder k’g gerade 1 wäre, habe ich über 
gangen, da sie keinerlei Schwierigkeit bieten. — Man bemerkt übrigens, dass die 
Schlüsse des gegenwärtigen Paragraphen sich auch unmittelbar auf den Fall erstrecken 
lassen, in welchem A” als complexe Grösse, mit einem Modul kleiner als 1, gegeben wäre. 
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dieser Stelle an die Logarithmen der einzelnen Facloren in convergirende 
Reihen entwickeln. und nach bekannten Betrachtungen ist die Convergenz des 
Producles gegen einen von Null verschiedenen Werth sicher. wenn die Reihe 
mod sin 4 4° --mod sin 4) + +-- 

convergirt. Da aber die Glieder derselben (von gewisser Stelle an). wie 
man bemerkt. sicher kleiner sind als die Hälften der aufeinanderfolgenden o, 
und da diese letzteren eine Reihe bilden. die schliesslich schneller als eine 
gewisse geomelrische convergirt, so folgt, was zu beweisen war. (Ganz 
ebenso auch für das Product mit den 4.) 

Man kann endlich noch hinzufügen, dass. wenn man nicht von irgend 
welcher Stelle an consequent unsere Vorschrift einhalten wollte, d. h. wenn 
man unendlich oft von derselben abginge. die Divergenz des Ausdruckes in 
(VI) nothwendige Folge sein würde. Denn derselbe kann einen von Null 
verschiedenen Werth nur darstellen, wenn die Factoren seines Nenners, also 
die Grössen cos} 4,. cos 1.J,, ete. nach Grösse und „Richtung“ die Einheit 
zur Grenze haben, wobei zugleich die sin} 4,, sin} A, sich zuletzt der Null 
nähern. Man muss also in dem Producte einen Abschnitt an so später Stelle 
machen können, dass hinter demselben kein einzelner Factor um mehr als eine 
beliebig kleine Grösse von 1 abweicht. War nun diese Bedingung bei einer 
beliebigen Reihe solcher Factoren erfüllt, und weicht man an der nächsten 
Stelle von unserer Regel ab, so muss man hier dem cos}4 oder dem cos} A 
denjenigen Werth zutheilen, welcher nach unserer Vorschrift dem sin44 oder 
sin!./ zugekommen wäre; dieser aber hat (wenn die nächst vorhergehenden 
Factoren bereits sehr nahe mit 1 übereinstimmen) einen sehr kleinen Modul. 
sodass in (VIl.) plötzlich wieder ein sehr grosser Factor auftreten würde. 
Unbeschadet der Convergenz kann dies beliebig oft geschehen, aber nich! 
ımendlich oft; es muss also von irgend einer Stelle an unsere Regel auf- 


recht bleiben. 


Es ist noch die Art bemerkenswerth, wie das unendliche Produet für 
F(1) die Eine Dimension der unendlichen Vielheit seiner Werthe verliert. 
wenn # gleich O oder gleich 1 wird. Im ersten Falle sind alle sin 1=0, man hal 
also unter cos4 4 und sin} die (absoluten) Werthe O und 1 zu vertheilen. 
Wollte man aber auch nur Einmal dem Cosinus den kleineren Werth, 0, geben, 
um die reelle Bahn zu verlassen, so würde im Nenner des Ausdrucks (VIl.) 
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ein Faclor verschwinden und die Formel unbrauchbar machen. Es bleibt also 
in diesem Falle nur die reelle Vieldeuligkeit übrig. — Wenn dagegen k — | 
ist, so sind alle sinA, = sin d,. Wenn man nun an irgend einer Stelle nicht 


und cos!4, cos! A 


auch (den absoluten Werthen nach) sin! 4, = sin 4A 


machen, sondern also sin34, = cos} fl, und cos!4, = sin 41, setzen wollte, 
so würde man erhalten sin#,., = sin 4/,,,= 1: hiermit hätte man nun für die 
Sinus und Cosinus der halbirten Winkel nicht ein Paar aus verschiedenen 
Werthen, sondern gleiche Werthe 5: und eben diesen Zahlenwerth würden 
auch die (Sinus und) Cosinus der Hälften aller späteren 4 und -/ annehmen, 
womit der Ausdruck (VIl.) divergiren würde*). Man ist also im gegenwärligen 
Falle genöthigt. die doppelte Alternative, welche sonst an jeder Stelle bei dem 
Uebergang von sin/, sin./ zu den Sinus und Gosinus der halben Winkel offen 
steht, auf eine einfache zu redueiren, da man überall bei ./ in gleichem Sinne 
wie bei 4 disponiren muss. Darnach behält der Ausdruck (abgesehen vom 
Doppelzeichen des Ganzen) einen einzigen reellen Werth, der sich ergiebt. 
wenn man überall die absoluten Werthe von cost}, cos! _./ grösser nimm! 
als die der Sinus; die einfach unendliche Vieldeuligkeit liegt hier ganz in 
imaginärer Richtung, weil man in diese sofort einlenkt, sowie auch nur Einmal 
der cos44, cos} 1 kleiner gewählt wird, als der zugehörige Sinus. Die Iden- 
sen Werthe mit den Formeln (1l.) 


> 


ifieirung der für die beiden Grenzfälle gilti 
und (III.) lasse ich bei Seite. 
6. 

Da unser Product sehr geeignet scheint, bei der wirklichen Berechnung 
elliptischer Integrale gute Dienste zu leisten, so füge ich noch ein paar Be- 
merkungen bei über seine vortheilhafteste Benützung. Ich setze dabei voraus, 
dass man auf dem reellen Wege geblieben ist. und habe zunächst den Fall 
im Auge, bei welchem alle cos44, cos}_.1 grösser genommen werden als 
die Sinus, — wie dies ja wenigstens von gewisser Stelle an immer, — bei 
der Berechnung des primären Werthes des Integrals aber schon von Anfang 
an der Fall sein wird. Es sei zuerst erwähnt, dass man numerisch die con- 
seculiven 4, 1, statt aus den Relationen (VI.), vortheilhafter aus folgenden 


gleichgeltenden berechnen wird: 


*, Der Grenzfall k = 1 bildet nehmlich für unseren Convergenzbeweis eine Aus 


— 


nahme, weil hier k und 1:y1-+4’” nicht echte Brüche sind, wie bei der Erörterun;r 
von Fall I. und Ill. vorausgesetzt. 
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. a sınd | . / sın AZ 
& de, ri | ‚ ee ee 2 2 
PIEFER 2cosiAcos!41” | REST 2cos!4AcosiA4” 
2 2 | 2 2 
“. sind, | a sın d 
sind, = ——- -.„ 1 sind, = ! 
" 2cos44A,cos4A,’ | ; 2costA cos4A, 


I 
I 
1} 
I 


eic. | elc. 
(wobei immer sinJf, = ksin4,); denn die Producte cos44 cos}. werden 
ohnedies gebraucht, und man hat bei dieser Art vorzugehen zu den kleinen 
Winkeln immer nur Logarithmen der Cosinus, nicht der Sinus, aufzuschlagen. 
braucht daher auch die Winkel 4,, -/, selbst nur mit dem mässigen Grade 
von Genauigkeit anzuschreiben, welcher hierzu ausreicht. 

Man bemerkt ferner, dass das Product cos! cos! 1 unter Voraussetzung 
unserer Dispositionsweise eine gerade Function von 4 ist, deren Reihen- 
entwicklung mit dem Gliede 1 beginnt. Dieselbe Function ist cos 44, cost A, 
von der Grösse A,: da nun diese letztere selbst eine ungerade Function von 
), ist, deren Reihenentwicklung anfängt mit 47, so ist klar, dass, wenn man 
Alles nach steigenden Potenzen von 2 entwickelt denkt. in dem Ausdrucke 
von c0s44,cos4}_f, der Werth des zunächst auf 1 folgenden Gliedes zweiter 
Ordnung 4} vom Werthe des analogen Gliedes in cos}4cos&./ sein wird: 
und eben dieses Verhalten wird sich wiederholen, wenn man, nach 3, ent- 
wickelnd, die Producte cos}4,cos! 1, und cos }4, cos! 4, mit einander ver- 
gleicht, u.s.w. Hiernach wird sich cos 44, cos! _1, von Vcos1 cos! A ersi 
in den Gliedern vierter Ordnung unterscheiden; ebenso cos Li, cos} A, von 
cos! cost fh. u.s. w. Es drängt sich daher die Bemerkung auf, dass die 
Factoren unseres unendlichen Productes viel rascher als in der ersten Form 
gegen 1 convergiren werden, wenn man den Ausdruck so schreibt: 

l l 
VER). lien ee REN  VSER SEE) 


‘ Fr — BR.: I+ — 
costAcosi N) } cos4 A, cos Ei u (084 Rh, COS a A, ) 3 


indem jetzt die Logarithmen der einzelnen Brüche (abgesehen vom ersten, 
Grössen vierter Ordnung sind, statt solche der zweiten. Daraus ergiebt sich 
ferner, dass, wenn man nicht gar zu frühe abbricht, jetzt jeder folgende 
Logariihmus von dem vorausgehenden nahezu „, sein wird (weil im ersten 
Gliede seiner Entwicklung '44,)' an die Stelle von 4; trilt). 


l 


u 17 


richt man also 
ab hinter einem ‚Factor, dessen Logarithmus bereits klein ist, so wird jetz! 
die Summe der Logarithmen aller folgenden nur nahe „!, vom zuletzt berück- 


sichtigten Logaritimus betragen statt nahe } wie in der ursprünglichen Form 
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des Productes. Man kann dies Verfahren. die Convergenz des Productes zu 
steigern, wiederholt anwenden, und dadurch für Fälle, in welchen sehr grosse 
Genauigkeit gefordert wäre. die Abweichungen der einzelnen Facloren von 
1. oder die Logarithmen dieser Factoren, zu kleinen Grössen beliebig hohen 
Grades machen, die von Glied zu Glied abnehmen nahezu wie die entsprechend 
hohen Potenzen von 4. Denn schreibt man z.B. unser Produet in der ihm 
zuletzt gegebenen Gestalt der Kürze wegen so: 

Fü) = sınd a 


ü Ir- 
(cosAi4cos! A 3 


PiRals..e 


—— 
- 
-_ 
= 

ee, 

BZ 


so ist. wie bereits erörtert, in seinem Hauptgliede 4! Ordnung schon 


übereinstimmend mit „,logP, loeyP.: ebenso logP, mil logyP; u. S. W.; 
stellt man daher das Product jetzt so: 
1-1 u 1 . 
2 U VE... BESCHHRRHEEG..: Slhaiä. Ne 


(cos2 Acos4 A) ‚ Pr ee 


so sind nun die Logarithmen der einzelnen Factoren. sobald man weil genug 
gegangen ist, nur mehr kleine Grössen sechster Ordnung. und jeder folgende 


(weil in ihm A,,,=44,+--- an die Stelle von 7, im vorausgehenden tritt) 


; 1 l 
ist dann nur mehr nahe —, = gg von dem vorausgehenden, u. s.w. Man sieht, 


dass diese Art der Transformation (die mit ähnlichem Nutzen bei unseren Glei- 
chungen (I1.) bis (IV.) vorgenommen werden kann, und deren Analogon auch 
bei unendlichen Reihen wie z.B. der oben angeführten für F(A)—E (A) häufig 
gute Dienste leistet) sich so weit treiben lässt, als man will, jedesmal mit dem 
Erfolge, den Grad kleiner Grössen, welchem die Logarithmen der Factoren 
noch angehören, um zwei Einheiten zu steigern. Dies Verfahren bietet sich 
hier ganz von selbst dar; es steht übrigens in einer inneren Verwandtschaft 
mit der von Herrn Schellbach $. 160 seines Buches zu ähnlichem Zwecke ange- 
wandten Stirlingschen Interpolation. Ich führe noch, zu besserer Uebersicht 
über den Grad der Convergenz unserer Ausdrücke, die wichtigsten Zahlen 


[für ein Beispiel an. welches dem eben genannten Autor entlehnt ist, die Be- 
\ 


d 


rechnung nehmlich des Werthes von Fi) bei k = sin?75’ = 0,9659... und 


,—= 47". Man findet .hier: 
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Index logsin} logsin A logsec4isec!_1 








0 19.864 1275 | 9.849 0713 | 0.071 9013 
1 9.634 9988 9.619 9426 0.021 0107 
2 1 9.354 9795 | 9.339 9235 | 0.005 4843 
3 19.059 43538 9.044 3776 0.001 3864 
4 1 8.759 7902 | 8.744 7340 0.000 3476 
> 18.459 1078 8.444 0516 0.000 0569 


0. 





Da der Loearithmus des letzten der Producte bereits auf 7 Deeimalen 
senau ! des vorausgehenden ist, so braucht man, um die mit den angewandten 
Tafeln erreichbare Genauigkeit vollständig zu erhalten, nur bis zu dem Factor 


sec!4,sec4/A, zu gehen und gemäss dem asymptolischen Geselze dieser 
Factoren für die Summe der Logarithmen der späteren 4 vom Logarithmus 
jenes letzten noch beizufügen. Man findet so 

loeF\)) = 9.9643737 — 10, 
mit dem strengen Werthe, welcher nach Schellbach ist 9.9643738, noch ge- 
nauer übereinstimmend, als sich in Folge der notlhwendigen Unsicherheit der 


letzten Stelle erwarten liess. Würde man schon mit dem von 4,, A, 


abhängigen 
Factor endigen, so fände man 9.9643723. Noch rascher wird natürlich die 
Annäherung, wenn man statt (VII.) eine der transformirten Gleichungen (VIH. 
oder (IX.) anwendet; bei dem Gebrauche der ersteren werden die Logarithmen 
der eonsecutiven Factoren ähnlicher Bildung: 
0.001 0472 
30SS 
204 
14, 
und da hier noch „!; des letzten als Correclion für die späteren Factoren 
hinzukommt, so erhält man, wenn bis },. -/, forlgegangen ist, 
9.96493738,. 


I 


zufällig genau richtig; hat man dagegen nur bis 4,. 1, gerechnet, so finde! 
sich 9.9643737, und wenn man schon mit 4%, f, endigt 9.9643725. 
Wenn man endlich die Form (IX.) benutzt, so nehmen die Loggrithmen der 
sich analogen Factoren ab nach der noch weit rascheren Progression 
0.000 0596 
14 
; 
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Fu % 


und man findet, wenn die Rechnung bei #,. A, beendiet wurde. 9.9643738: 
bricht man mit Index 3 ab, so erhält man die Ziffer 9 statt S in der letzten 
Stelle, und wenn man schon nach 4,, 1, abschliesst. d.h. nachdem von den 
sich analogen Factoren nur der erste berechnet ist (wobei man dann hier 
;'z seines Logarithmus als Ergänzung beizufügen hat), so kommt 9.9643734. 
Genau denselben Werth hat das von Herrn Schellbach a. a. ©. besprochene 
Verfahren mit Hilfe der Stirlingschen Interpolation erst durch eine 4, noch 
einschliessende Rechnung ergeben. 


München, 1871. 
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Note sur la surface du quatrieme ordre douce de 
seize points singuliers et de seize plans singuliers. 
(Par M. A. Cayley ä Cambridge.) 


L equalion de M. Kummer se transforme sans difficulte en celle-ci 





(Ab 


| PR N Zi DD “pa N "_ u ’ 
TU YVTPP A VBy( ac u. , 2-7 HF rel PP x—a'a' e- —)—( 


ou 





a+ß+y7=0, «+P-+7=0, d"+P"47"=0. 


Or cette @quation rendue rationnelle prend, apres toutes les reductions ne- 
cessaires,. la forme suivante: 


wi 3 — Ayz — 22 MR 


u: Sn er 3 | a { BE ;. yY z 2. er Ze 
+20 (aa (ya—yz')+ PP" (u — za) +yy'7" (ay— ay’)+ Oryz) 
+ (aaa ya+ PPP"ze+yyy"ay) = 0, 
oü, pour abreger, l’on a eerit 
£ FR ee; en ar f se 
0=(P —y) «u +Y —) PP-+la —P) yy 
2) A ]j Rh „ t . ä DD | AN „ 





J)ea+(Yy-a)P PP + —P‘) yv,y 


Zn] „") ' 7@ a 2] N a oa 
= (P’-y")a a +(y"—e en P+ie-P)y3 





RR N, N 7 / \YArRANIA  2N 
P —y')(P" 7 )+{y-e)(y—a')\(y"—a”)+(a—P)@'—P')(a"—/ )}, 





lidentite de ces differentes valeurs de # etant facile a verifier. 

En representant par Aw +2Bw+C=0 la forme rationnelle de l'equation 
de la surface on trouve pour le disceriminant AC—b’ de cette equation du 
second degre en w la valeur 

ar 7 + +5): 


L’equation de la surface rendue KERN est Kr A par BE aux 





AC—B = 4ada" PP P"yy'y" ays(— +7 I PERS +7 





trois systemes de quantiles (a, d,y). («,P',y'), (@’,P",y"); la forme irra- 


tionnelle de la meme e&quation peut a eire presentee de trois manieres 
differentes, savoir: 
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u / . f er / E f : wN 
» As a, J' a" —— [m ei ) r up RPPL » en. N are A] Ali » \ " 
Vex(y'; y-P'P"2 «It Bulee" s-Yy2-7)4 Vy3(P'P z-0'0"y- — ) 0. 
s / 
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IND \ 
) | y" zZ (BB'x a Y- 5) Ü. 
y' 


s Mm yy jap" : z LE y(oa's 'z yy': in 1 
je x y-PP3- yp ALTER“ I z)T 


l'’on voit de plus que les @qualions des seize 
== ya = = 


plans singuliers sont 





IE ER 0 x 38 0 x y,.2 0 
ie ' + Fre p) per ; ’ Ir ' ! by) = „ H Ir l „ “ 
u De ur 2” & ß ) 
w nm I 7 i 
vv y-PP's-— =0, Was -yy's-— =0, PP"r—aa"y -—=(, 
@ 8 y 
ww DD ın 
IP Ze a gt Pla zZ, 
& “ en 
d 
w w u 
Dr Pen zn 2 ! a EZ — ! a on 2 anr | Re z j 
/i Y [? P 3 ar 7 Ö, a0 % /7 H a" - 0. PP A [070 Y y" - 0. 


etant liees entre elles par les trois equalions 


a+ß+Y7=0, «+P+rYy=0, a’+P’+rY"=0. 


Voila ce me semble la forme la plus simple pour l'equation de cette surface. 


or > j En 
les quantites «, 9, y, etc. 


Cambridge, le 23 fevrier 1871. 














Notiz zu dem Aufsatze: Beweis, dass eine für jeden 
reellen Werth von x durch eine trigonometrische 
Reihe gegebene Function f(r) sich nur auf eine 
einzige Weise ın dieser Form darstellen lässt. 
Bd.72, Seite 139 dieses Journals. 
(Von Herrn @. Cantor in Halle.) 


In Folgenden will ich einige Bemerkungen dem obigen Aufsatze hin- 
zufügen. 

Durch die erste *) wird der Beweis, welchen ich a.a. 0. für die Ein- 
deutigkeit trigonometrischer Reihendarstellungen versuche, in gewisser Beziehung 
vereinfacht. indem er von dem für das Gebiet dieser Untersuchungen merk- 
würdigen Satze, welchen ich in einer vorhergehenden Arbeit aufstelle und 
streng beweise, unabhängig gemacht wird. 

Unter a irgend eine feste Grösse verstehend, setze man in der Gleichung: 


1) 0= G+C+G+-- 


für x einmal «+x, das andere Mal «—r und addire beide Gleichungen. Man 
erhält dadurch eine neue: 
1.) 0 = &tecose+&cos?tr+:-, 

von welcher die Gültigkeit für jeden Werth von x eine unmittelbare Folge 
der unbeschränkten Gültigkeit von {1.) ist, die vorausgesetzt wurde, — Die 
Coefficienten von (1'.) e,= e,sinnu--d,cosnu werden aber mit wachsendem 
» schon aus dem Grunde unendlich klein. weil sie mit den Gliedern €, von 
1.). wenn in ihnen x gleich x geselzt wird, übereinstimmen. 

Werden daher die Schlüsse, welche im Aufsatze sich auf die Gleichung 
1.) beziehen, ohne Aenderung auf (1’.) bezogen, so erhält man: 

e, = e,sinnu+.d, cosnmu = 0, 

und man schliesst sodann. wegen der Willkürlichkeit der Grösse a auf das 


Verschwinden der Coeffieienten e,, d 


n* 


*) Ich verdanke sie einer gefälligen, mündlichen Mittheilung des Herrn Professor 
hronecker. 
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Die zweite Bemerkung bezieht sich auf eine gewisse Erweiterung des 
die Eindeutigkeit betreffenden Satzes. So wie derselbe im Aufsatze bewiesen 
ist. lässt er sich wie folgt ausdrücken: 

„at man eine für jeden Werth von x gültige, d. h. convergente Dar- 
stellung des Werthes Null durch eine trigonometrische Reihe (1.). so sind die 
Coellicienten c,, d, dieser Darstellung gleich Null“. 

Es lassen sich nun hierbei die Voraussetzunsen in dem Sinne modi- 
ficeiren. dass man für gewisse Werthe von x entweder die Darstellung der 
Null durch (1.) oder die Convergenz der Reihe aufgieht. 

Sei... T_ı» 2us Ti»... die unendliche Werthreihe von x, (der Grösse 
nach mit dem Index steigend) für welche entweder die Convergenz der Reihe 
I.) aufhört oder die rechte Seile einen von Null verschiedenen Werth an- 
nimmt, und seien die x, an die Beschränkung gebunden, in endlichen Inter- 
vallen in »ur endlicher Anzahl vorzukommen; es geht alsdann aus dem Aul- 
satze hervor, dass die dort mit F\.x) bezeichnete Function in jedem Intervalle 
T,...%,.,) einer linearen Function %,x2-+-/, gleich ist; und bleibt daher nur 
die Identität dieser linearen Functionen darzuthun, um die weiteren Schlüsse 
im Aufsatze auf F(x) anwenden zu können, welche zum Verschwinden der 
Coeflicienten e,, d, führen. 

Dieser Nachweis der Identität geschieht für je zwei benachbarte 
Funelionen k,xc-+/,, k,,,c+l,,, und damit für alle durch das nämliche Ver- 
fahren. welches Herr Professor Heine bei einer analogen Frage in der Ab- 
handlung: „Ueber trigonometrische Reihen“, Bd. 71, Seite 393 dieses Journals 
einführt; man hat nur die Stetigkeit der Function F(x), sowie den zweiten 
hiemannschen Satz in dessen Abhandlung (S. Aiemann, über die Darstellbarkeit 
einer Function durch eine trigonometrische Reihe, Abh. d. Göttinger Gesellsch. 
Bd. 13) für den Werth x,,, von x in Betracht zu ziehen; man findet: 


(k,- —k,) j I, | I, (? l k, 


vr x . . T, 8 ] ] we . N 
F (T,41, RB, 1 HI, und lim j . > — 0 für lime 0, 


was nur möglich ist, wenn 4,=#,,, und I, =1,,,. — 

Diese Erweiterung des Salzes ist keineswegs die letzte; es ist mir 
gelungen, eine ebenfalls auf strengem Verfahren beruhende um Vieles weiter 
sehende Ausdehnung desselben zu finden, welche ich bei Gelegenheit mil- 
(heilen werde. 

N Schliesslich sei mir gestaltet einen Ausdruck in der hier besprochenen 


Arbeit zu verändern. 
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Ich führe daselbst in einer Note den Satz an: 

„Eine in einem Intervalle (a@...b) (inel. der Grenzen) der reellen 
Veränderlichen x gegebene, stetige Function g(x) erreicht das Maximum 1 
der Werthe, welche sie annehmen kann, zum Mindesten für einen Werth x 
der Veränderlichen, so dass p (x) =g.“ 

Ich verstand hierbei. wie aus dem Sinne hervorgeht, unter Maximum 
nicht den gewöhnlich mit diesem Worte verbundenen Begriff (in welchem 
das Erreichtwerden schon liegt), sondern die obere Grenze der Functions- 
werthe von g(x); und es würde dem entsprechend auch der letzte Ausdruck 
vorzuziehen sein. — 

Aus dem Begriffe einer in einem endlichen Bereiche gegebenen (definirten) 
Werthmenge wird gefolgert, dass dieselbe stets eine obere Grenze besitzt, 
d.i. eine Grösse g, welche eine solche Beziehung zur Werthmenge hat, dass 
bei beliebig angenommener positiver Grösse € zum wenigsten ein Werth der 
Menge vorhanden ist, der grösser als g—: und kleiner oder gleich g ist, dass 
es aber keinen Werth der Menge giebt, welcher grösser wäre als g. — 

Nimmt man beispielsweise die Werthmenge, welche aus sämmtlichen 
Werthen einer in einem Intervalle (@...b) (mit Einschluss der Grenzen) ge- 
gebenen, endlichen, eindeutigen Function % (x) besteht, so hat also diese Werth- 
menge eine obere Grenze g. Fügt man noch die Bedingung der durchgängigen 
Steliskeit von (x) hinzu, so folgert man weiter, dass die obere Grenze y 
von der Function auch erreicht wird. d.h. dass es einen Werth x, von x 
giebt. für welchen „(x,) =g. Dies ist der Sinn des angeführten Satzes. im 
Einklange mit der für ihn angeführten Quelle. — 


Berlin, d. 6. Januar 1871. 





Druckfehler. 


In dem Aufsatze: Ueber einen die trigonometrischen Reihen betreffenden Lehrsatz 
Bd. 12 S. 130 dieses Journals 
Seite 133 Z.4 v. oben statt (Qw—2g—1) <4, lese man (Sr —2g—1)<4 
- a a a ‚ie - (Sz—(2h-H1))<4#, - - (Sw—2h—1N)<;}. 








Ueber eine eigenthümliche Form von Functionen 
einer ecomplexen Variabeln und über transcendente 
Gleichungen, die keine Wurzeln haben. 


(Vorgetragen in der Sitzung der math.-phys. Klasse der K. Bayr. Akademie d. W. am 6 März 1869. 


(Von Herrn Ludwig Seidel in München.) 


In Folgenden bezeichnet einfach 

lim @ 
die Grenze, welcher sich eine von » abhängige Grösse @, dann nähert, wenn 
das reell und positiv gedachte » über alle Grenzen wächst. Die Voraus- 
selzung der Existenz einer solchen Grenze schliesst in sich die andere, dass 
es gleichgültig ist. ob » continuirlich oder discontinuirlich, z. B. durch ganze 
Zahlen fortschreitend. ohne Ende wächst; man kann daher lim@ nach Be- 
lieben sofort durch eine der gewöhnlichen unendlichen Formen darstellen, 


z.B. als Reihe 


lim ( BE Gut (@— G,) + (@- (F,) 7. 
oder als Integral 
u 6, 
lim@ = @G,- -/ ——— din 
« cn 


a 


0oG, . .. > . 
(vorausgesetzt, dass —— zwischen den positiven Grenzen a und » eine con- 
” i on 
tinuirliche Function von » bleibt) u. s. w.; man könnte sonach im Folgenden, 
wo wir uns an die zuerst aufgestellte Schreibweise halten, dieselbe nach Be- 
lieben durch eine der anderen Formen ersetzen. Enthält @ neben dem reellen 
» noch eine als complex angenommene Variable r=au+ei=re”, so wird 
übrigens lim @ im Allgemeinen als eine transcendente Function von x anzu- 


sehen sein, auch wenn @, diese Grösse nur algebraisch enthält. 


Nimmt man 
n 


(BE wer. 


n — x" 
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so ist im@=1 für alle x, deren Modul („absoluter Werth“) r —1 ist, da- 


gegen gleich Null für alle x, deren r—>1*). Wenn man also für die Unbekannte 
x die Gleichung statuirt, nach welcher lim@ irgend etwas anderes als Null 
oder Eins sein soll, so hat dieselbe gar keine Wurzel der complexen Form 
u-+ vi, obgleich der Ausdruck lim@ für alle x dieser Form endlich bestimmt 
ist. Ich weiss nicht, ob man auf die Existenz derarliger Iranscendenter 
Gleichungen, welche sich der Analogie der algebraischen sowie derjenigen 
zahlreicher anderer transcendenter Gleichungen entziehen, schon geachtet hat, 
In unserem Beispiele könnte das spurlose Verschwinden aller Wurzeln für 
n= auf den ersten Anblick auffallen, da für jedes endliche » die Glei- 
chung » Wurzeln hat: die Grenzen der Wurzeln der Gleichung @, = a sind 
hier nicht Wurzeln der Grenzgleichung lim @ = a, was sich durch den Um- 
stand erklärt, dass sie im letzteren Ausdrucke auf unendlich hoher Potenz 
erscheinen. Wollte man übrigens lim @ nicht als eine echte Function von x 
anerkennen, weil jene Grösse sich im Allgemeinen als Constante verhält und 
nur an der Peripherie des Kreises r—1 springt, so liesse sich sofort etwa 
ve+ (pe — wae)lim @ 

an ihre Stelle setzen: dieser Ausdruck ist yr für r 1 und wer für r >1, 
er kann also keinem Werthe gleich gemacht werden, der so beschaffen ist, 
dass yx für kein r—1 und wx für kein r >1 ihn annimmt. Die durch den 
neuen Ausdruck repräsentirte, im Allgemeinen mit x überall veränderliche 
Function wird noch, wenn yx und vr Functionen gewöhnlicher Art sind, 


bei r—=1 discontinuirlich sein, weil für solche Functionen nicht allgemein 
g(l.e")= w(1.e“) sein kann, ohne dass überhaupt y(re”) = w(re”') wird; 
aus dem weiter Folgenden wird man indess entnehmen, dass auch Ausdrücke 
für durchaus eontinuirliche Functionen sich bilden lassen. die für keinen com- 
plexen Werth von x versagen. und doch gewisse, z. B. negative Werthe 
sar nie annehmen können. 

Da. wo in der elementaren Mathematik die Frage nach den Quadrat- 
wurzeln negativer Zahlen zuerst auftritt, überzeugt man sich zwar, dass die- 
selben in dem vorher aufgestellten Gebiete der positiven und negativen Zahlen 
sich nicht finden, aber nicht, dass es ein Unsinn ist, sie zu postuliren. Ihre 
Definition durch dieses Postulat und ihre Einführung in die Rechnung hat sich 


Der eintachere Ausdruck, bei welehem ım Zähler und im ersten Gliede des 
Nenners ] statt » gesetzt ist, wird hier vermieden wegen der Unbestimmtheit seines 
imaginären Bestandtheiles für r = 1. 
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denn auch als statthalt und sehr erfolgreich erwiesen. Nachdem sich nun 
zeigt, dass transcendente Gleichungen sich aufstellen lassen, die auch in dem 
erweiterten Felde des Complexen keine Wurzeln finden, so könnte man sich 
wohl denken, dass irgend eine Gleichung solcher Art zur Definition eines 
noch fremden Gebietes von Imaginären benutzt werden könnte, — obgleich 
bei der nothwendigen Complication der Definitionsgleichung von der Einführung 
solcher Formen in die Rechnung schwerlich ein umfassender Erfolg sich er- 
warlen liesse. (rewiss ist aber, dass die besondere Transcendente, welche uns 
hier Gleichungen ohne complexe Wurzeln geliefert hat, zur Definition neuer 
Imaginären nicht dienen könnte, weil hier die Unmöglichkeit, die betreffende 
Gleichung zu erfüllen, Folge eines inneren Widerspruches derselben mit sich 
selbst ist, der deshalb hier vorkommen kann, weil eine Grenzgleichung lim @ a 
eigenllich mehrere (unendlich viele) Einzelgleichungen, geltend für die ver- 
schiedenen unendlich grossen Zahlen », in sich enthält. Sollte nehmlich für 
einen Werth Z, der weder Null noch Unendlich ist, werden 


I; n 1 
Im — = ne. 
n -- x" ıi 2 


so müsste man für ein unendliches » mit gleichem Rechte haben 


2 “ er “ 
--Z wmd —-=Z; 


n nA 





’ n | 2 
hieraus r = 1. d.h. 2=1. — und da dieser aus dem Postulate noth- 
. nr ; 


wendig sich ergebende Werth demselben gleichwohl nicht entspricht, so ist 


die gestellte Forderung an sich unerfüllbar. 


Schreibt man 4 statt x in unserem Ausdrucke @. wobei 9 eine reelle 
ji 


positive Grösse vorstellen soll. und nimmt man die Ergänzung zu 1. so 
erhält man 


n 


L) M=-—- 


er nd" 


und man hat lim #4 = 1, sofern 9 kleiner ist, als der Modul r von x, dagegen 
ist lim / = 0, sowie $ den Werth r erreicht oder überschreitet. Die Grösse 
lim //7 kann nun nach Art des Därichletschen Discontinuitäts- Factors benutzt 


of(# 


werden; multiplieirt man sie mit 5» welcher Ausdruck eine continuirliche 


38 * 
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Function von 9% sein soll, und integrirt man nach 9 von Null bis +x, so 
hat das Element des Integrals nur so lange nicht verschwindende Werthe. 
als 3 << r: man erhält daher 


/ \ x” of) WE >. \ 
HIT.) 7: pe 2 d9 = fir)—f(0), 





sodass eine beliebige Function des Moduls r von x als Function von x selbst 
dargestellt ist. Nimmt man z.B. f(9)= 9, so ergiebt sich 


»% 7 
/ \ * x 
(IV.) -— mode = / lim ——- d9. 
En . ar nd 


0) 


In gleicher Weise erhält man "= w-+v’, indem man setzt f(9)= 9, und 


2) 


hiermit findet sich auch zu 


der conjugirte Werth 


u 
(V.) uw-evi = af lim — A 3 


"nd" 


Es ist klar, dass nun auch die beiden Bestandtheile von x, « und ve. 
sich einzeln als Functionen von x sofort darstellen lassen. — und hiermit 
denn weiter, dass mit Hilfe solcher Ausdrücke, wie die hier angewandten. 
jede beliebige Function zweier Variabeln u und v als Function der Einen 
complexen Variabeln e=u-+vi sich ausdrücken lässt. 

Bei der Einschränkung des Begrillfes der Function einer complexen 
Variabeln auf dasjenige engere Gebiet, in welchem sich dieser Begriff bereits so 
fruchtbar erwiesen hat, d.h. bei der Beschränkung auf solche Functionen Fir, 
welche einen von der ..Richtung‘“ der Variation von x unabhängigen Dil- 


i dF.x h 
ferentialquotienten haben, erscheint bekanntlich weder der Modul von «, 
2 - | 


noch der conjugirte Werth, noch Eine der beiden Componenten a, ® als eine 
Funetion von x. Die Kraft mathematischer Ausdrücke in der Darstellung von 
Funetionen reicht. wie man sieht. weit über das Gebiet jenes engeren Be- 
srilfes derselben hinaus. Eine Klasse von Formen, welche in gewisser Be- 
ziehung etwas Unfügsames haben, scheint gerade hier eine Stelle zu finden. 
an welcher sie sich nicht ersetzen lassen; denn wenn Fr keinen von der 
Richtung der Variation von x unabhängigen oder durch x allein ausdrückbaren 
Differentialquotienten hat, wie dies z. B. bei dem Modul von x der Fall ist, 
so muss jeder mathematische Ausdruck von Fir durch x so beschaffen sein, 
dass er die Differentiation nach «x ausschliesst. 
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Es sei noch bemerkt, dass man mit Hilfe solcher Ausdrücke wie (1V.) 
nun auch leicht solche überall eontinuirliche Funetionen zusammensetzen kann. 
die nicht mehr constant bleiben, während x gewisse Linien und Flächenstücke 
durchläuft, und deren Werthe eleichwohl die Ebene nur mit Ausschluss ge- 
wisser umgrenzter Flächenstücke bedecken. Bezeichnet zum Beispiel a irgend 
eine positive Grösse, und r den in (IV.) gefundenen Ausdruck von mod, 
so wird, während x alle complexen Werthe annimmt, die Function - X 
ihrerseits alle denkbaren Werthe erhalten mit Ausnahme solcher, deren Modul 
kleiner ist als a, d.h. exclusive derjenigen, die einem Kreise zufallen, welcher 
mit dem Radius « um den Anfangspunkt beschrieben wird. Will man das 
Integral r im Nenner vermeiden, so wird dasselbe auch geleistet durch die 
conjugirte Funelion der vorigen, nehmlich durch — + — „ — wo für r" das 
einfache Integral zu setzen ist, welches man, wie bei (IV.) angezeigt, für 


diese Grösse erhält. 


4. 
Zu der Formel (IIl.) lässt sich noch zeigen, dass es erlaubt ist, die Ord- 


nung der beiden durch lim. und durch / bezeichneten Uebergänge umzukehren. 


»L 
indem zum Beispiel das / H,d9 bei wachsendem » zu seiner Grenze den 
% 


n 


l 


N 


ı% 
Werth / lim 4,d$ hat, — obgleich es in der Nachbarschaft von 9 r| 
Tr 


ein (bei zunehmendem » an Breite abnehmendes) Intervall giebt, in welchem 
sich 7, von lim 4, sehr stark unterscheidet. Nur darf nicht, wenn die Ver- 
änderung erlaubt sein soll. H, bei jenem Werthe von 9 unendlich werden. 
weil sonst sein Integral aufhört einen endlichen nachweisbaren Werth zu haben; 
man muss daher, wenn der Richtungscoeffieient von x eine Wurzel aus —1 
ist, diejenigen Werthe von » überspringen, welche x" zu einer negaliven 
reellen Grösse machen. — Den ausführlichen Beweis, welcher durch Ein- 
schaltung geeigneter Zwischengrenzen in dem nach 3 genommenen bestimmten 
Integrale sich führen lässt *), übergehe ich hier um so mehr, da man z. B. die 


*) In dem Beweise, welchen ich mir aufgesetzt, habe ich das Integral in fünf 
einzelne zerlegt, und die inneren Grenzen der beiden äussersten so bestimmt, dass 
in diesen H, mit lim H sehr nahe übereinstimmt, — während die Begrenzung des 
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Gleichung (IV.) in ihrer neuen Form 


mod lim .. li 2. 2” u 
r=modz = ee 7" an 
« gg mn F Fr 2“ .- Fr" 


| {} 


für eine ganze Zahl » durch wirkliche Herstellung des Integrals leicht 
verilieiren kann. Es ist nicht ohne Interesse, sich davon näher Rechenschaft 
zu geben, wie es zugeht. dass dies Integral bei unendlich wachsendem » von 
dem Richtungscoefhicienten der Grösse x unabhängig wird. Von den zweierlei 
Bestandtheilen, welche die Integrale der einzelnen Partialbrüche, in die com- 
plexe Form gebracht, enthalten, heben sich nehmlich die logarithmischen Terme 
in der Gesammisumme und nach Substitution der Integrationsgrenzen auf: die 
Glieder mit den Kreisbogen aber erfordern beim Uebergang zu den Grenzen 
wegen ihrer vieldeuligen Form eine gewisse Vorsicht. Da der Integrations- 
weg für 9, als reelle Grösse, vorgeschrieben ist, so sind die bestimmten 
Integrale der einzelnen Partialbrüche frei von jeder Mehrdeutigkeit; man muss 
für jeden Bogen besonders über das Intervall des Anfangs- und Endwerthes 
so verfügen. dass von jenem bis zu diesem der Arcus sich ohne Discon- 
tinuilät ändert, während 9 die positiven Werthe durchläuft. (Der Fall, in 
welchem einer der Partialbrüche selbst durch Unendlich geht, ist der von der 
Betrachtung vorhin ausgeschlossene, für welchen die Umformung der Gleichung 
Ill.) nicht erlaubt ist.) Wenn man, wie schon Anfangs, seizt 2 = re", so 
wird bei der zuletzt aufgeführten Form des Integrales der Nenner irgend eines 
der Partialbrüche sein 


I re 


wobei # eine der ganzen Zahlen von O bis »—1 vorstellt; ist nun etwa 
zwischen O (inclusive) und 27 (exelusive) genommen worden, so wird bei 


sehöriger Beachtung der eben bezeichneten Vorsicht im bestimmten Integral 


der Ausdruck für den Bogen ein anderer in den Gliedern. in welchen 
444 en 
w-+ — rn den Werth 27 überschreitet, als in den Anfangsgliedern von 
„ 
kleinerem £. Bezeichnet man mit 7—1 den grössten Werth von f, für welchen 


1 


noch w -a<_ 2 ist, so findet man alsdann durch Summation 


N 


n 
. C 1 m . g „eo . -de l; ‚3 . ıl H 
mittelsten um F = ‚| — gelegenen Theiles so eng gewählt wurde, dass in ıhm H, 
n 


mit einer Function von linearem Nenner sich vertauschen |ıess. 
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.% 27 
/ R x” d$ rn wei} —i 
er a ; 
J mi Bu 
| nsın — 
nt 
Diese Gleichung lässt sich auch so schreiben: 
/ a" d$ rst Q,; 
R UP u 
. x" 0" RE _ 
0 nsın — 
N 


wenn man mit »2, den (positiven oder negativen) Rest bezeichnet, welcher 


sich ergiebt, wenn man von rw das zunächst gelegene ganze Vielfache von 


2 abzieht *); oder noch einfacher so: 


7 gr dh rı Pen 
I re ae 


0 RSIn — 
N 


wenn man erklärt, dass unter den » Werthen der Wurzel derjenige ge- 
nommen werden soll, dessen reeller Bestandtheil möglichst gross ist im al- 
sebraischen Sinne. — Man ersieht hieraus, dass das Integral, wie auch x be- 


a . : F . . TI . 
schaffen sei. nur solche Werthe annimmt, deren Richtungen zwischen + — liegen, 
i a2; an 


indem es immer wieder auf die ersten Werthe zurückspringt, so oft x sich 
ri 


mit e 
Werthe des Integrales schon für endliche ganze n, soweit sie bestimmt und nach- 


4 


multiplieirt. In Folge dieses discontinuirlichen Ganges bedecken die 


weisbar sind. von der ganzen Ebene nur den Sector zwischen den Richtungen 
+—, welchen sie zmal im Sinne der Drehung von x durchlaufen, während 
ir - 


dieses Einmal den ganzen Kreis durchläuft. Andrerseits ist zwar für die 


. a a i n' . Ar „ N 
Werthe x, welche in eine der Richtungen — + — fallen, der Werth des 
2 


nt 
Integrales nicht definirt und kann nicht schlechthin unendlich gesetzt werden, 


da er unendliche Elemente von beiderlei Vorzeichen in sich schliesst; jeden- 
falls aber kann er nur reell gedacht werden, da für solche x der Ausdruck 
gar nichts Imaginäres enthält. Für unsere Anwendung kommen die x der 
bezeichneten Form deshalb nicht in Betracht, weil, wie oben angeführt. bei 
gegebenem Werthe von x solche » immer übersprungen werden müssen, 
welche x’ negativ reell machen würden: die Grenze des Integrales, für »—= x. 
reducirt sich also auf den blossen Modul r von z in der Weise, dass der 
Spielraum, in welchem der Richtungscoeffieient e”’»‘ variiren konnte. zuletzt 
unendlich schmal wird. — 


*) Der Fall, in welchem diese Erklärung zweideutig wird, ist der ausgeschlossene. 
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B. 
Man kann durch Formen, die unseren lim@, lim H analog sind, noch 
mancherlei Funclionen besonderer Art darstellen. Als Beispiel sei nur noch 
angeführt der Ausdruck 


. n fx 
lım / 2 
gr gm N ) 





der (wenn fx nicht unendlich wird) nicht verschwindende Werthe nur annimm! 
für diejenigen x, deren Modul gleich 1 ist, die also zu Punkten auf der Peri- 
pherie eines gewissen Kreises gehören. Es ist einleuchtend, dass man ähnlich 
auch solche discontinuirliche Ausdrücke bilden könnte, welche nur längs einer 
anderen vorgegebenen Linie nicht Null sind, und auf dieser eine gegebene 
Funetion repräsenliren. 

Ganz verwandter Natur ist die Darstellung der dem absoluten Werthe 
nach grössten unter mehreren Grössen a, b, ce... durch Formen wie die folgende 





, arr!_ hier t+i_L... 
lım - . 
a" —- b" " "me. , 
oder auch 
n 
lim Yfa+ + e+..4, 


welche man leicht allgemeiner einrichten kann, um auch die zweitgrösste etc. 
jener Grössen nach Belieben darzustellen. Diese letzten Formen mögen schliess- 
lich noch an den Nutzen erinnern, der eigenthümlicher Weise gerade auf dem 
(rebiele der angewandten Mathematik aus der Einführung von Grenzausdrücken 
solcher Art schon für die Wissenschaft resultirt hat: ZLaplace hat von solchen 
(Buch Il. Cap. 4. der Theorie des probabilites) eine Anwendung gemacht für 
die Lösung der Aufgabe, Beobachtungsresultate so auszugleichen, dass der 
orösste übrig bleibende Fehler möglichst klein wird, und Gräffe hat sie mit 
vorzüglichem Erfolge für die Auflösung numerischer algebraischer Gleichungen 
verwerthet. 


München, im März 1869. 
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Ueber die Form der Argumente der Thetafunetionen 
und über die Bestimmung von 3/0,0,...0) als Funetion 


der Klassenmoduln. 
(Von Herrn L. Fuchs ın Greifswald.) 


Wenn man die Argumente der Thetafunctionen durch gewisse Inte- 
orale erster Gattung und die Coelficienten der homogenen Function zweiten 
Grades durch die Periodieitätsmoduln derselben ersetzt, so hat Ftiemann in 
seiner Theorie der Abelschen Functionen (dieses Journ. B.54 $. 22) nach- 
gewiesen, dass die dadurch gebildete Function des Ortes in der Fläche T, 
wenn sie nicht identisch für jeden Punkt verschwindet, für p Punkte unend- 
lich klein erster Ordnung wird, und dass man die Argumente als Functionen 
der Nullpunkte so darstellen kann, dass die Substitution von » willkürlich ge- 
gebenen Punkten für dieselben bewirkt, dass die Thetafunction in den letz- 
teren verschwindet. Die Ausführung dieser Transformation erfordert die Be- 
rechnung gewisser ebendaselbst angegebener Integralausdrücke, welche in dem 
Falle der hyperelliptischen Integrale von Herrn Car! Neumann in einer Schrift 
über Abelsche Integrale (Halle 1863) angedeutet und später in seinen „Vor- 
lesungen über die Riemannsche Theorie ete.“ pag. 458—484 ausführlich ent- 
wickelt worden ist. Da jedoch in dem allgemeinen Falle die Berechnung 
jener Integralausdrücke mil grossen Schwierigkeiten verbunden ist, so hat schon 
Riemann ein Mittel dieselbe zu umgehen angedeutet. Als ein solches Mittel 
erscheint der Satz im $.23 seiner Theorie, dessen Anwendung jedoch noch 
auf erhebliche Schwierigkeiten führt. In dem Falle der hyperelliptischen 
Integrale hat auf einem anderen Wege Herr Prym (Theorie der Funclionen 
einer zweiblättrigen Fläche, Zürich 1866, $. 12 und 13) unter Anwendung 
einiger ihm von Riemann mitgetheilten Sätze über Charakteristiken die oben 
postulirte Forın der Argumente der Thetafunctionen mit Umgehung der Integral- 
ausdrücke entwickelt. 

In dem Werke über Abelsche Functionen haben die Herren Cl/ebsch 
und Gordan (das. 8.56) die Herstellung der gewünschten Form der Theta- 


argumente im Wesentlichen auf die Auflösung gewisser algebraischer Glei- 


Journal für Mathematik Bd. LXXIIL Heft 4. 39 
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chungen und die Absonderung eines gewissen Systems bevorzugter Wurzeln 


derselben zurückgeführt. Dieselbe Form hat nach ihnen Herr MH. Weber 
(d. J. B.7O pag. 314 sqq.) mit Hülfe Jtiemannscher Prineipien verilicirt. — 
Obgleich die Absonderung der bevorzugten Wurzeln unter gegebener Quer- 
schnittszerlegung der Fläche T mit erheblichen Schwierigkeiten verknüpft ist, 
so ist die von den Herren Ülebsch und Gordan angenommene Form der 
Argumente von weitreichendem Vortheil. Wir wollen dieses hier an dem 
Beispiel der Bestimmung von 9(0,0,...0) als Function der Klassenmoduln 
zeigen, indem wir nachweisen, dass das von Herrn Thomae (d. J. B. 66 pag. 95) 
gefundene Resultat unter Zugrundelegung der Clebsch- Gordanschen Form 
sich wesentlich vereinfacht. — Ehe wir jedoch auf diese Materie eingehen, 
wollen wir zuerst zeigen, wie man durch Weiterentwickelung des schon oben 
erwähnten von Riemann $. 23 seiner Theorie gegebenen Satzes auf natürlichem 
Wege zu der Form der Herren Clebsch und Gordan gelangen kann, und ausser- 
dem über die Absonderung der bevorzugten Wurzeln einige Bemerkungen 
hinzufügen. — Wir werden die Abhandlung von Fiemann über Abelsche 
Functionen (d. J. B.54) kurz als R. A. F. und das Werk der Herren Clebsch 
und Gordan kurz als Cl. G. A. F. eitiren. 


1. 
Es sei im Anschluss an die Aiemannsche Bezeichnungsweise die den 
Abelschen Functionen zu Grunde liegende algebraische Gleichung 


n m 


F(s,2) =0 (R.A.F.$.5) 


u 
“ 


und 





5 (5,3) 
1.) w,=- j ne. dd, a=1,2,... pP; 





wo ı: einen festen und S einen beweglichen Punkt der Fläche T bedeutet, ein 
System linear unabhängiger Integrale erster Gattung, wie es (R. A. F. $.15) 
definirt ist. Wir setzen 

Ba.) . nee 
wo die e Constanten bedeuten, welche durch die Gleichungen 


3.) (p-NDea+K,=0, a=1,2,...p 


+, =. 2... 2 


‘ 


bestimmt sind, wenn X, den ebenso bezeichneten Ausdruck bei Riemann (über 
das Verschwinden der Thetaf. d. J. B. 65 $. 1) bedeutet, jedoch mit der Ab- 


änderung, dass daselbst « durch w zu ersetzen ist. 
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Ir: 


Es ist alsdann für beliebige p—1 Punkte S,, 5. 


p yp—1 Al. 
lu) = 0, 
l 


1 


wo a,(&,) den Werth bedeutet, welchen «, annimmt, wenn & in S, hineinrückt 


\ 


(s. Riemann ü. d. V. d. Thetaf. $.1 und 2). Hieraus folgt, dass 


Pf : p N 
'4 \ ( = “ E \ 
(4.) J (a(m (5) Su, &))) 
1 


1 


verschwindet, wenn S in einen der Punkte S,, &;, ... S, hineinfällt, welches 
übrigens auch diese Punkte sein mögen. 


Sind S,, &s ... $, Punkte, welche mit y—2 anderen Punkten durch 
eine Gleichung = 0 verknüpft sind (R. A. F. $. 16), so verschwindet die 
Function (4.) identisch in jedem Punkte S, und umgekehrt, wenn letzteres statt- 


findet, so sind S,, 5, ... 5, mit p—2 anderen Punkten durch eine Gleichung 


g=0 verknüpft. Beides ergiebt sich aus Riemann (A. F. $.24). 


2. 

Sind &, &, -.. &,_2 beliebige durch eine Gleichung 9 = 0 verknüpfte 
Punkte, so ist bei der über ec, (Gl. (3.) vor. No.) getroffenen Bestimmung 
nach (R. A. F. $. 25) 

27 —?2 


(1.) Sıu()=0, a=1,2,...Pp, 


l 
oder wenn wir die Integrationswege in der Fläche T angemessen verlaufen 
lassen, mit Rücksicht auf Gleichung (2.) vor. No.: 


7 ) » 


I— 


1) 2p-N)e+S/ 'iw,=0, a=1,2,...p 
1 


Um (p—1)e,. welches in den Argumenten der Thelafunetion auftritt, zu be- 
rechnen, ist es zweckmässig diese Gleichung so umzuformen, dass die Division 
durch 2 ausgeführt werden könne. Zu dem Ende werde ein beliebiges System 
correspondirender Periodieitätsmoduln 
EEE y 0 2 Fa 7 \ Kae 
rt tn thant +t,a,=P, 4, a=1,2,...p 


geselzt, und es werden p Punkte «&,, &, ... «, derart bestimmt, dass: 


2p—? ‘€ p u 
s _ b e N > e “ AR “ . c u j ri 
(2.) =: dw,+P.(%, 4) = 2 wi. EL ...D 
u u 


Dass diese Gleichung lösbar ist, ergiebt sich nach Division durch 2 aus dem 
39 * 
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Satze über die Umkehrung der Abelschen Integrale. Ist @,, &, ... «, eine 


Lösung, so folgt aus Gleichung (2.) nach dem Satze über die Umkehrung des 
Abelschen Theorems (s. Cl. G. A. F. $.62; vergl. auch Weber ob. eit. Abh. 
$.1), dass eine rationale Function { von (s,3) exisliren muss, welche für 
die Punkte & von der ersten Ordnung, für « von der zweiten Ordnung un- 
endlich gross, für die Punkte « von der zweiten Ordnung unendlich klein 
wird, in allen übrigen Punkten aber weder Null noch unendlich ist. Ist da- 


her as+bz+c eine lineare Function von (s,z). die für « unendlich klein 


n—?2 m-—? 


zweiter Ordnung wird, und p( s, 3 ) diejenige ganze rationale Function, 
durch welche die Punkte & mit einander verknüpft sind (R. A. F. $. 16). 
so wird 
C.p.(as+bz+c) = y 

für keinen im Endlichen befindlichen Punkt von T unendlich gross, ist dem- 
nach eine ganze rationale Function von (s, z), welche für die Punkte @ un- 
endlich klein zweiter Ordnung, für die m-+-n—2 (R. A. F. $.8) Punkte, in 
denen as+bz-+-e ausser in « verschwindet, und für jedes sich aufhebende 
Paar von Verzweigungspunkten unendlich klein erster Ordnung, also im Ganzen 
in 2p+?2r+m+n—2 = m(n—1)+n(m—1) Punkten unendlich klein erster 
Ordnung wird. Hieraus folgt, dass der Grad von w in Bezug auf s und z 
resp. der »—1'° und m—1‘® ist, wie leicht aus (R. A. F. $. 8) folgt. 

Nach Analogie der Riemannschen Bezeichnung für Punkte, die durch 
eine Gleichung 9=0 verknüpft sind, wollen wir p Punkte a,, &,, ... 
mit 0 durch eine Gleichung w,„=V verknüpft nennen, wenn eine ganze ra- 


n—1 m—I 


tionale Function w,(s, » ) gefunden werden kann, die in @,, &, ... @, 
unendlich klein zweiter Ordnung wird und überdiess in den sich aufhebenden 
Verzweigungspunkten und in denjenigen m-+r —2 Punkten in erster Ordnung 
verschwindet, worin eine für « unendlich klein zweiter Ordnung werdende 
sanze rationale Function ersten Grades von (s, z) noch ausserdem Null wird. 
Alsdann haben wir den Satz: Jede Lösung &,, @, ... a, der Gleichung (2. 
ist mit u durch eine Gleichung w,=0d verknüpft. 

Ist umgekehrt &,, &, ... «, ein System von Punkten, die mit « durch 
eine Gleichung w,=0 verknüpft sind, so ist 


wi wu 





(as+bz-+-c)y 


eine rationale Funelion von (s,z) mit den oben angegebenen Eigenschaften, 
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und daher nach dem Abelschen Theorem : 


2p—? 7; p '“, 
(3.) 5; "dw, 2, dw,. 05 7er 
. u u [Zi 
Hieraus folgt: 
u o u 6 N , \ ‘ 
4) 2 dv, = 43; ee, +3P,l,i), ul, 2... 5 
1 1 
u u 


wo z, A Zahlenwerthe bedeuten, die mod2 vollkommen bestimmt sind. 

is giebt bekanntlich 2°” incongruente Systeme correspondirender halber 
Periodicitätsmoduln 4P,(z, 4), welche man dadurch erhält, dass man für z,. 
Kay nen ps his Any... 4, je eine der Zahlen O und 1 setzt. 

Jedem Systeme von Punkten a,, &,... %,, die mit u durch eine Glei- 
chung w,=0 verknüpft sind, entspricht vermöge Gleichung (4.) ein bestimmtes 
System correspondirender halber Periodicitätsmoduln. 


Das Problem, aus den Gleichungen 


p g 
- v b % 
SS) / A u 
1 u 
&s &s » +. £, zu bestimmen, wird für solche Werthe und nur solche Werthe 


der ©, unbestimmt, denen $ entsprechen, die mit py—2 anderen Punkten durch 
eine Gleichung 9= 0 verknüpft sind (s. Cl. G. A. F. 8.52). Die Gleichungen 
(2.) könnten also für ein bestimmtes P,(z, 4) nur dann mehr als ein System 
von Punkten « liefern, wenn ein diesen Gleichungen genügendes System 
Ey %y ... @, mit p—2 anderen Punkten durch eine Gleichung y =0 ver- 
knüpft wäre. Es wäre alsdann, wenn «@,, &, ... @, mit « durch die Glei- 
chung y,=0 verknüpft sind, und as+bs+ec in « unendlich klein zweiter 


Ordnung wird, 
(as+-bz--co)p' 


Wu 





Ds 


für keinen im Endlichen befindlichen Punkt der Fläche 7 unendlich eross 
o ’ 


also eine ganze rationale Function von (s,z) die in m (n—2)--n(m—2) Punkten 


n—?2 m—? 


unendlich klein ist, also (R. A. F. $.8) eine Function y,(s, 2 ). Diese 
wird in den p—2 Punkten, die mit den « durch die Gleichung =0 ver- 
knüpft sind, und in « unendlich klein zweiter Ordnung, in den sich aufheben- 
den Verzweigungspunkten unendlich klein erster Ordnung. Nun kann aber 


n—?2 m—? 


u so gewählt werden, dass keine Function von der Art 9,(s, z ) für das- 


selbe unendlich klein zweiter Ordnung wird, was sich aus der oben cilirten 
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Abh. des Herrn Weber ($.3) ergiebt, wenn nicht besondere Beziehungen 
zwischen den 3»—3 Moduln der Klasse algebraischer Funclionen, welche der 
Theorie zu Grunde gelegt werden, bestehen. 





Man kann also im Allgemeinen « so wählen, dass keines der Systeme 
oe mit p—2 anderen Punkten durch eine Gleichung 9=0 verknüpft ist, und 


demnach jedem vorgeschriebenen P,(z,}.) ein bestimmtes System von Punkten 


On Can... 0,, die mit u durch eine Gleichung w,„=V verknüpft sind, entspricht. 
3. 
Aus den Gleichungen (1°.) und (2.) vor. No. folgt: 
BR pP (% 
1.) c«(p-1)=4P,(z, Ef u i 05 75 We? 


4 


Demnach ist | 
9 \ ( E f &\ y- (&,) gl? E 55 ıPp / 7\ 
2.) lau. (5) -Iu(5))) >= la dw,— Zı/ dw—-4P,(%,.)))- 
1 1 j « l 
id [04 
b 


Das Argument auf der rechten Seite dieser Gleichung hat die Form, auf welche 
die Herren Clebsch und Gordan (A. F. $.56) dasselbe gebracht haben. Um 
die Uebereinstimmung deutlicher hervortreten zu lassen, bemerken wir Folgen- 
des: Eine Curve 


n—l m—l 


3.) v(s,3)=0 
ist vollständig bestimmt durch die Bedingungen, dass sie durch die Doppel- 
punkte (sich aufhebende Verzweigungspunkte) der Curve 


n m 


(4) F(s,z) = (0, 
durch p auf der letzteren willkürlich angenommene Punkte und durch m+n—2 
der Durchschnitispunkte einer Geraden: 
as+bz+c = 0 
mit der Curve (4.) hindurchgehen soll, wie sich aus der Vergleichung der An- 
zahl der disponiblen Coefficienten der Gl. (3.) mit der Anzahl der Bedingungs- 
gleichungen ergiebt. Es ist daher die Curve (3.) die Curve N—2t° Ordnung 
der Herren Clebsech und Gordan, wenn wir, um Verwechselungen vorzubeugen, 
mit N den Grad der von ihnen der Theorie zu Grunde gelegten algebraischen 
Gleichung bezeichnen. 
Eine Curve 


n—2 m—?2 


rm \ [ e % u. 
(9.) Y9\$5, 23) = 0 
dagegen ist vollständig bestimmt durch die Bedingungen, dass sie durch die 
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Doppelpunkte der Curve (4.) und durch p—1 auf der letzteren willkürlich 
aneenommene Punkte hindurchgehen soll. Die Curve (5.) stimmt daher mit 
der Curve N— 3! Ordnung derselben Herren Verfasser überein. Dass im 


wirklichen Grad eine Abweichung vorhanden ist, hat seinen Grund darin, 
V [7 


dass f(s,z) in der Riemannschen Bezeichnung eine nicht complete ganze 
rationale Function u+»*? Grades bedeutet; ein Grund, welcher auch die Ver- 
schiedenheit der Ausdrücke für p in der Theorie von Riemann und der llerren 


Clebsch und Gordan veranlasst. 


4. 
Setzt man in Gleichung (2.) vor. No. 5}. 5, ... £, resp. gleich o,. 
32... @,, So wird im Allgemeinen nach No. 1. und 2. 
p S ala 
J (al/ dw,—t} P,(z, 1))) 
u u 
nicht identisch in jedem Punkte 5, sondern nur in &,, &,... a, verschwinden. 


Soll also letztere Function in « verschwinden, d.h. 
1.) (ap, 2)) = 0 

sein, so muss eine der Grössen @ mit ı zusammenfallen; und umgekehrt, 
wenn letzteres stattfindet, so wird die Gleichung (1.) erfüllt. In diesem Falle 
ergiebt sich aus No. 2, dass die Function ,, durch welche die @ mit « ver- 
knüpft sind, durch die in «. unendlich klein werdende Function as+bz-+c 
theilbar, und der Quotient eine Function ist, welche in den von u ver- 
schiedenen Punkten « unendlich klein zweiter Ordnung wird. (Vergl. Cl. 
G. A. F. $. 75 und Weber o. c. Abh. $. 6.) 

Man nennt bekanntlich ein System 4P,(z, A) von correspondirenden 
halben Periodieitätsmoduln ein gerades oder ungerades, je nachdem 

2) Aıut+zıt +24, = 0 oder 1 (mod 2). 

Nun ist im Allgemeinen 9 (a(ıP, (, 1))) Null oder von Null verschieden, je 
nachdem 4 P,(z, 4) ein ungerades oder ein gerades System halber Periodicitäts- 
moduln ist. (Vergl. Cl. G. A. F. 8.75 und Weber $.7.) 

Aus beiden Sätzen ergiebt sich, wenn wir ein System &,, Ga» ».. @,, 
das mit « durch eine Gleichung yw, —=0 verknüpft ist, nach der Analogie der 
Clebsch- Gordanschen Bezeichnung ein eigentliches oder ein wneigentliches 


System («@) nennen, je nachdem keine der Grössen «,, &, ... a, oder eine 


mit « coincidirt, der Satz: 
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Durch die Gleichung (2.) No.2. sind die geraden Systeme halber Perio- 
dieitätsmoduln den eigentlichen Systemen (co), die ungeraden Systeme den un- 
eigentlichen zugeordnet. 

Da es nun bekanntlich 2?” (2’—1) Systeme ungerader und 27” (2?-+-1) 
Systeme gerader halber Periodieitätsmoduln giebt, so ist auch die Anzahl 
der uneigentlichen Systeme («) gleich 27” (2’—1) und die Anzahl der eigent- 
lichen 2?”'(2?+1) (vergl. Cl. G@. A. F. $.75 und Weber $.7). 


>. 

Die sämmtlichen Systeme («), welche für alle möglichen Werthe von 
P,(z,4) durch Gleichung (2.) No. 2 auf transcendentem Wege geboten werden, 
senügen einem Systeme algebraischer Gleichungen, welches folgendermassen 
aus der Definition der Functionen w, sich ergiebt. 


n—1l m—l 


Bestimmt man die Coelfficienten der Function w( s, 2 ) derart, dass 
dieselbe in den sich aufhebenden Verzweigungspunkten und in den m-+n—2 
Punkten, worin die in « unendlich klein zweiter Ordnung werdende Function 
as-+bz--ec noch ausserdem verschwindet, so erhält w die Form: 

n—1l m—1 
(1.) v( 5, % ) Pr m + am +oWt+ + Gy, 
worin die £ willkürliche Constanten, die w bestimmte ganze rationale Functionen 
von (s,z) sind. Setzt man in die beiden Gleichungen 
Ow öÖF Aw Or 


ar. —( 


02 08 os 03 


(2.) = 0, 





für (s, 2) successive (b,,a,), (b,,@), ... (b,,a,), so erhält man 2p Glei- 
chungen, und aus diesen, durch Elimination der Grössen {, p Gleichungen, 
welche in Verbindung mit den p Gleichungen: 
ee.) Fi.) ii... 

zur Bestimmung der Punktsysteme (b,,a;) oder («) dienen. Wir wissen aus 
No.2, dass wir als Lösungen dieses Systems von Gleichungen, die den ver- 
schiedenen 4 P,(z, 4) entsprechenden Punktsysteme («) erhalten müssen. 
Aber wie ordnen sich die auf dem eben angegebenen algebraischen Wege 
ermittelten einzelnen Systeme («) den verschiedenen Systemen halber Perio- 
dieitätsmoduln zu? 

Diese Frage hat nur dann einen bestimmten Sinn, wenn die Art der 
Zerschneidung der Fläche T, welche vorgenommen wird, um diese Fläche 
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in eine einfach zusammenhangende zu verwandeln, (R. A. F. $$.3 u. 19 
fixirt ist. Aus den Untersuchungen der Herren Ülebsch und Gordan (A. F. 
$.89) geht nämlich hervor, dass man die Querschnitte so wählen kann, dass 
ein beliebiges eigentliches System («@) von Lösungen der oben erwähnten al- 
eebraischen Gleichungen dem Systeme 4P,(0,0) vermittelst der Gleichung 
(2.) No.2 zugeordnet is. Man kann daher, wie sich aus (Cl. @. A. F. 
$. 93) ergiebt, statt die Querschnilte von vorn herein festzulegen, ein beliebiges 
eigentliches System («) dem Systeme }P,(0.0) vermittelst Gleichung (2. 
No. 2. zuordnen. worauf sich die Grösse der Periodieitälsmoduln «;,. be- 
stimmen lässt. 

Ist jedoch die Art der Zerschneidung der Fläche T fixirt, so sind hier- 
mit die Periodieitätsmoduln gegeben, und es ist jedes System («) durch Glei- 
chung (2., in No. 2. einem bestimmten Systeme correspondirender halber 
Periodieitätsmoduln zugeordnet. Für diesen Fall wollen wir in der folgenden 
Nummer einige Bemerkungen, welche auf die oben aufgeworfene Frage Be- 
zug haben, anschliessen. 


6. 


Ist (@') ein festes System, («) aber ein beliebiges System, 4 P,(z', # 
und 4P,(z,%) die denselben resp. zugeordneten Systeme correspondirender 


halber Periodicitätsmoduln, so ist nach Gleichung (2.) oder (4.) No. 2. 


\ - 
1. If du, =13 / dw, +4P,(2 ,4 >| 
ui “ | “ — I JG 
® ä >. 2... 
p a, 2p—? Ep ] 
(2.) 7 dw, = : Sf dw,+1!P r). \ 
. m 2 


1 e 
11 


PA 


A\ 


v— 


“ 


In diesen Gleichungen erstrecken sich die Integrale rechter Hand über 
die in der Gleichung (1“.) No.2. vorgeschriebenen Wege, die Integrale linker 
Hand über diejenigen, welche die Umkehrung der Abelschen Integrale erfordert. 
Wenn wir das durch die Differenz 4 P,(2,4)—4P,(z,%) entstehende System 
correspondirender halber Periodieitälsmoduln mit 3 0,(2,%) bezeichnen, so er- 
giebt die Subtraction der Gleichungen (1.) und (2.) 


vp (% 
(3.) 10,(x2,4) = &: ee, ve ai 


a 
Ä 


(vergl. Cl. G. A. F. 8.56 und Weber 1. c. $.6). 
Journal für Mathematik Bd. LXXIII. Heft 4, 40 
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wo die Integrationswege rechter Hand ebenfalls bestimmt sind. wenn x, / 
bestimmte Zahlen bedeuten, aber willkürlich gewählt werden dürfen, wenn 
diese Zahlen nur bis auf Vielfache von 2 als gegeben betrachtet werden. 
Unter der letzteren Voraussetzung denken wir uns, um eine bestimmte Vor- 
stellung zu haben, die sämmtlichen Integrationswege rechter Hand in Glei- 
chung (3.) in der einfach zusammenhangenden Fläche T’ verlaufend. Als- 
dann können diese Gleichungen dazu dienen, die numerischen Werthe der 
sanzen Zahlen z#, 4 in 40,(z, 7) zu bestimmen, sobald die Periodieitätsmoduln 
a,, und die Integrale rechter Hand berechnet sind. 

Wählt man für (@) nach und nach alle eigentlichen und uneigentlichen 
Systeme, so erhält man durch die Gleichung (3.) successive 2” incongruente 
Systeme halber Periodicitätsmoduln 4 Q,(z,4),. und die Systeme («) sind auf 
diese Weise einem unter ihnen («') als Basis zugeordnet worden. 

Denken wir uns nunmehr für die Basis (@') successive alle Systeme 
‘e) gewählt, und jedesmal die Zuordnung aller übrigen Systeme durch Glei- 
chung (3.) ausgeführt, so sind wir im Stande das System («'), welches ver- 
mittelst der Gleichung (2.) No. 2. dem Systeme 4P,(0.0) zugehört, von 
allen übrigen Systemen («) auszusondern. 

In der That ergiebt für das letztere System als Basis, wenn also (« 
an die Stelle von («') gesetzt wird, wie aus No. 4. folgt, die Gleichung (3. 
ein gerades oder ein ungerades System halber Periodieitätsmoduln 40, (z, 2). 
je nachdem das System der oberen Grenzen («) ein eigentliches oder ein un- 
eigentliches ist. 

Umgekehrt ist das System (a) das einzige unter den Systemen («). 


Y 


welches diese Eigenschaft besitzt. 


Da 
p ‘a, P '&, P @ 
<: dw, = dw,— 2 dw,. 
1 l ) 1 ’ 
& a a 
c c c 


so ergiebt sich die Richtigkeit des letzteren Satzes, wenn nachgewiesen ist. 
dass unter den Differenzen, welche aus ein und demselben System 40, (7, # 
und jedem einzelnen der geraden Systeme halber Periodicitätsmoduln ge- 
bildet werden, mindestens eine ist, welche ein ungerades System halber Perio- 
dieilätsmoduln darstellt. 

Es sei daher 4 Q,(7, 4) irgend ein gerades System, so ist die Dillerenz 


10,7,9)—-10, (7,4) = 10, (2-7, h—4) 
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ein gerades oder ungerades System, je nachdem 


p 
(4.) 2 (22) (hu — A, = 0 oder 1 mod2 (s. No. 4. Gl. (2.)) 
Nun ist 
Z 
244,4, =0 mod2.,. 
l 


und wenn wir mit d die Null oder Eins bezeichnen, je nachdem 40,(z,#) 
ein gerades oder ungerades System ist, 
7 
Sri, = 0 mod2. 
l 
Es ist demnach 40, (2--z’, 4—7) dann und nur dann ein gerades System. wenn 
p 


5.) 3,4444) = 0 mod2. 
| 


Es ist nun nicht möglich, dass für alle geraden Systeme 10,(z,)) diese Con- 
sruenz erfüllt werde. Denn der Voraussetzung nach sind in dem Zahlen- 
systeme: 

( Bi 5 “n) 

ir A 
nicht alle gleichstelligen 2’ und #' gleichzeitig congruent Null. Ist ausserdem 
10,(2',4#') ungerade, so muss wenigstens ein Paar gleichstelliger 7’, #' dieses 
Zahlensystems congruent Eins sein. 

Es sei nun 

I) +0,(z',4) gerade, also d=0, und #,=1 oder 4, =1. 

Wählen wir in dem einen oder anderen Falle ein gerades System 
1Q,(z,4), in welchem alle z und 4 congruent Null sind, ausser A, oder z,, 
die resp. congruent Eins, so wird die Congruenz (9.) nicht erfüllt, da die 
linke Seite congruent Eins. 

2) 40,7,#) ungerade, also d=1, und „=l, 4,==1, so muss 
man zwei Fälle unterscheiden: «a) Sind alle übrigen z', # Null, so wähle 
man ein gerades System 4Q,(2,4), worin , =1, , =1; z,„=1, 4, =1. 
alle übrigen <, A Null; so wird die Congruenz (5.) nicht erfüllt, da die linke 
Seite congruent Null ist. 5) Sind noch andere der Grössen z, 4 con- 
gruent Eins, z.B. z, = 1 oder 4,==1, so wähle man das gerade Sysiem 
1Q,(z, 4) so. dass z, 1, , =0; „=0, „=1 oder «„=1, 4, 0. 
alle übrigen #, A congruent Null; so ist wieder die Congruenz (9.) nicht er- 
füllt, da die linke Seite congruent Null ist. 


10 * 
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Wegen dieser bewiesenen Eigenschaft des Systems («') wollen wir 


dasselbe das zu u gehörige Hauptsystem nennen. 


7. 

Wir gehen dazu über, die in No. 3. Gleichung (2.) angenommene 
Darstellung der Argumente der Thetafunetion auf die Bestimmung von 0, 0,...0) 
anzuwenden. Herr Thomae hat (d. J. B.66 pag. 95) für dlog9(0,0,...0 
als Funetion der sich nicht aufhebenden Verzweigungspunkte. die als von 
einander unabhängig vorausgesetzt werden, einen eleganten Ausdruck gegeben 
und denselben für die hyperelliptischen Funetionen (d. J. B.7i pag. 201) voll- 
ständig berechnet. Die weitere Behandlung desselben Ausdruckes für den 
allgemeinen Fall ist jedoch durch beträchtliche Schwierigkeiten gehemmt (s. die 
Abh. des Herrn Thomae B. 66). Der von Herrn Thomae gegebene Ausdruck 
nimmt aber eine wesentlich einfachere Gestalt an, wenn man von der er- 
wähnten Form der Argumente der Thetafunction ausgeht. 

Es sei W,,. W. ... W, ein System unabhängiger Integrale erster 


Gattung, so dass 


je Os 
wo die Funclionen f, ganz und rational sind und für die sich aufhebenden 
Verzweigungspunkte verschwinden, während die noch übrigen p willkürlichen 
Constanten jeder derselben (R. A. F. $.9) einer späteren Disposition vor- 
behalten bleiben. Setzt man die Determinante 


| (i) (1) (1) 
Al > A} 5 A, | 
| ’ 4 
I AM, A”, er A, | 
Am, AP, ... Aw] 


wo 4)’ den Periodieitätsmodul von W, am Querschnitte a, bedeutet (R. A. 


F. 8.20). so ist bekanntlich 


R. = — 24 - (a) W.. = I. 2. 8 pP 
wa oA! 


ein System unabhängiger Integrale erster Gallung von der Beschaffenheit, dass 
der Periodieitälsmodul von », am Querschnitt a, gleich ri, an allen übrigen 
Ouerschnitten a gleich Null. am Querschnilte 5, gleich «a,,, und zugleich finde! 
die Beziehung statt, dass a,,=a,, (R. A. F. $. 18— 21). 
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Es sei ferner 
3.) u, = w,+tc 
wo c, dieselbe Bedeutung habe wie in No.1. und %k irgend einer der sich 
nicht aufhebenden Verzweigungspunkte, und 6 der demselben zugehörige Werth 


von s, so mögen aus den Gleichungen 


y 
4.) (0,)-Sıu(,3)=0, a=1,2,...9 
9,K)—« | 


die p Grössenpaare (s,,3,), ($,2,)» - -- ($,, 2,) bestimmt werden. Bezeichnet 


dus(Sp> 26 u 
man ————- kurz mit —-, und setzt: 
ds; dz; 
| 
ı du, du, du, | 
er 4 
dz, dz, dz, | 
du, du, du, | 
a’ da,’ ul=AÄ, 
| | | 
du, dw du, | 
I au 9 . % ’ n | 
ı dz, dz, dz, | 


so findet Herr Tkhomae |]. ce. ein Resultat, welches im Wesentlichen auf das 
Folgende hinauskommt: 


o' log A 


(5.) 9log#L0, 0, ... 0 | RE 08. 
i U k . CO k 


wo wir durch den an das Dilferentiationszeichen rechts oben angefügten Index 
angedeutet haben, dass bei der Differentiation nach k die in A enthaltenen 
(Grössen (S,,2,) als von k unabhängig behandelt werden sollen. 

Dieses Resultat wollen wir einer Transformation unterwerfen. Zu- 


nächst ergiebt sich leicht aus einem bekannten Determinantensatz, wenn man 





AW.(s,2) _ dW, 
dz; j dz; 
und die Determinante: 
dW  dW, daW, 
u ae = 
‚dW, dW, daW, 
EN ee = D 


dW, dW, dW, 


dz, 
I 


dz, 
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selzi. 





op (im )P 
ar: a BE 
V 
also 
7.) log A a) o'logD <a ologY 
i ® © k © k © k 
8. 


Es ist nun das erste Glied auf der rechten Seite der letzten Gleichung 
vor. No.. welches wir weiter umformen wollen. Lassen wir zu dem Ende 
den Punkt « in No.1— 6 in den Verzweigungspunkt % hineinrücken. und 


verstehen unter («') das dem %k zugehörige Hauptsystem, so wie unter S, den 


Punkt (s,. 2,), unter S den Punkt (s, 2), so folgt aus Gleichung (1°.) und (2. 
No. 2. 


} E; ’ Ef Ds 
(1.) ,(s, 2) SS Ur (Sp, 24) — / du— Ef en  sweeech 
- - 


. (') 
k a! 


Die Gleichung (4,) vor. No. wird daher 


1 56 
(2 Si “u, = 0, au pP: 
® 1 
(0) 
e, 
welche sofort ergiebt: 
(3.) se, mm, .:- S, = a, 


Die lineare Function as+bz-+ ec in No.2, welche in « unendlich klein zweiter 
Ordnung wird, ist hier, mit Rücksicht auf (R. A. F. $6), gleich 2—k. Die- 
selbe verschwindet in noch »— 2 anderen Punkten. Daraus folgt, auf dieselbe 
Weise wie in No. 2, dass die Function v,, durch welche die Grössen (« 
mit 4 verknüpft sind, in Bezug auf s vom n—2t@, in Bezug auf z vom 
m — It" Grade ist. 


Es sind nunmehr 





u ee - und u 
fü (9; 2) / } \2 Y W.(8,2) , \3 9 
———— (2 — k)' =, IT gi =B 
oF Kr ., of \ ) x 

-' sh ai = erg z—h 
Os S s Os s—0 


endliche Grössen. Weil ausserdem («') ein eigentliches System ist. so ist, wenig- 
stens so lange als nicht besondere Beziehungen zwischen den sich aufhebenden 
Verzweigungspunkten bestehen. wie im allgemeinen Falle «, so hier % von 


eo), e\”, ... el” verschieden, demnach ist die Grösse B nicht Null. Setzen 
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wir also 


l U a . ( ’ 
DET = a ’ 
x 


deren Minuendus und Subtrahendus nur für (s, 3) = (6, k) und zwar beide wie 
—A,(z—k)"* unendlich werden, ist ein in der ganzen Fläche T endliches 
Integral, Es ist demnach 


x oW > W(8, %) ; | ni 
.) _ ——— of 4228 rn dz = A, Wıtia Wı + +4, W,+Const., 


ok ö 
. (3—k)- - 
OS 


wo die Grössen A Constanten bedeuten (R. A. F. $4). 
Differentiiren wir diese Gleichung nach z, so erhalten wir 











6 o dW, Wr(S, 3) ; dW, , ; dW, ir 
a ok dz r of EA Fu MP de 
“-n- 
2 OS 


Seizen wir hierin successive für (s,z) die Punkte a’, a”, ... a”, so er- 
halten wir 


| Fe Bi. 
( — - L. = 5 ae A ir = ] 2 . 
.) ok dzy . ( hr dz; by) füı ’ 2, ...% pP * 


daher ist, wenn wir zur Abkürzung 


pP dW, 
%y' RA 


n (bi) 
chi dz;y 
selzen, 
o'D | d dW. z  dW, i Be dW, R D N; 
ok na dz, dz, r dz, ie 
2 - . | 
dW;_, dW;_, dW,_ı | 
"© u ui "el SZSZEE da, | 
(li) (2) (pi) | 
| ng b) — » . . . -— | 
dW, dW, dW, | 
Fr ds, ° ds, | 
| dW, dW, dW, 
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Folglich ist 


Die Grössen A lassen sich aus Gleichung (6.) vor. No. auf algebraischen 
Wege bestimmen. Die Rechnung wird sehr einfach, wenn wir über die in 
jedem f,(s, 2) in No.7. willkürlich gebliebenen » Constanten folgendermassen 
disponiren. Es seien b,. b>, ... b, willkürlich gewählte Punkte der Fläche 
T, die sowohl untereinander als auch von den Verzweigungspunkten voll- 
kommen unabhängig sind. Es werden nun die p Conslanten in f,(s,3) so 
bestimmt. dass diese Function für alle 5 ausser 5b, verschwindet, in b, aber 
den Werth von = in demselben Punkte annimmt. Dieses ist immer zulässig. 
wenn nicht die Punkte 5b Beziehungen zu einander haben. 


Die Gleichung (6.) vor. No. ergiebt alsdann: 


0 fh(s3) n " Wı(s, 2) Be 
. ck oO F a | 2 0 F as 
— _ u k) er 
Os b, “os Pb, 


In der Umgebung des Punktes 5, in der Fläche T ist 


(s$ N‘ 

» \ fa(s, 2) de ee os La fa & \* 1 

2) Sp etralß-b)talß-b+t-, 
Os 


(e=1 oder 0, je nachdem a=; oder ai), 


WO €» €» ... von z unabhängige Grössen sind, und mit 5, auch der Werth 
von z im Punkte 5, bezeichnet ist. Aus Gleichung (2.) folgt, dass das erste 
Glied auf der linken Seite der Gleichung (1.) verschwindet, dass also 
o\ ö , W.($, 3) 
a 
Gl en 
os Mb, 


Aus den Gleichungen (5.) und (7.) No.%7., Gleichung (8.) No.8. folgt daher: 








1) 2090,00) _ ‚ey gef r&2 1. 
“ ee a OF 
(3 k) — 

08 b; 


In dieser Gleichung ist das erste Glied ein vollständiger Differentialquotien! 
einer transcendenten Function; das zweite eine wohlbestimmte algebraische 
Function. 
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10. 


In dem besonderen Falle der hyperelliptischen Integrale sei die der 


Theorie zu Grunde gelegte algebraische Gleichung 


1.) s—-R() =(, 
wo 
R(z) — (z ki, (2 er k,) u k;,- /e 
und die Grössen k von einander unabhängig vorausgeselzt werden. In diesem 
Falle sind keine sich aufhebenden Verzweigungspunkte vorhanden. Ist daher 


p(3) = (3-b,)(3-b.) ... (3—b,), 


so kann man setzen: 
Yu’, (- 
(2,\ f. (s 2 1 - | R (b. s f \*) 
“m ER y'(b,) —b, 
Da sich aufhebende Verzweigungspunkte nicht vorhanden, so kann man für 


y(s. z ) eine ganze rationale Function p— 1" Grades von z wählen. 
Eine solche Function wird in einem Verzweigungspunkte, wo sie verschwindet, 
unendlich klein zweiter Ordnung. Daher können die Grössen s in No.2 zu 
je zweien einander gleich und gleich einer der Grössen A, Äh. ... Än,.. ge- 
nommen werden. 

Ist % eine dieser Grössen und fällt « in A hinein, so ergiebt die Glei- 
chung (2.) No. 2 für das System der oberen Grenzen @) p Verzweigungspunkte. 
da im gegenwärtigen Falle jede zwischen zwei Verzweigungspunkten verlau- 
fende Integration eines der Systeme correspondirender halber Periodieitätsmoduln 


liefert. Man kann also. wenn 4’, k' hk‘"’ die p Verzweigungspunkte sind. 


> 
welche die Gleichung (2.) No.2 für ein bestimmtes P,(z, 4) ergiebt, das zu- 
gehörige ı,'s, z) setzen 

w.(8,2) = (3—k)(s—Kk")... (ak), 


Sind insbesondere A, Ay, ... 4, diejenigen Verzweigungspunkte,. welche die 


Gleichung \2.) No.2 für P,(0,0) liefert, also das System («"). so sind diese 
Pr 'S N 
Verzweigungspunkte von % verschieden. da in ihnen Hal / dw, )) Ver- 

N 
schwindet. während diese Function für <=% in die im Allgemeinen nicht 
verschwindende Grösse 9(0,0,...0) übergeht. Die zu («@") gehörige Function 
w,.(s, 2) ist 


hs; 


N 


8)  w(s,2)=v(2) = (2—k)(2—k. 
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Es ist alsdann 


R(Cb,) p(k) 
Een 
a EEE 57 aa zu 4707, , 


Also geht das zweite Glied der rechten Seite der Gl. (4.) vor. No. über in: 


Ly,- (bi) ; y(h) i 
+7" g'lb)(k— bi)’ weh) 








Setzt man 


Pe, A _, 
IP) 


so ist nach Gleichung (4.) vor. No. 





























olog#(0,0,...0) _, 0loegY FR 3. dlog(k —b,) 
6) ok FE ol 4 N ’ dk 
ade » » dlog(k—k,) 
1, >81 . 
| DE 
11. 
Zieht man es vor, bei den hyperelliptischen Integralen die gewöhnliche 
Form 
dW, get 
(1.) dz Eu / im 
YRG) 
festzuhalten, so wird 
\ n kam 
(2.) « Das ZyCch) 
Die Gleichung (6.) in No. 8 wird gegenwärtig: 
1270-1_C } # 
(3.) > % ee PN 2 PR 


Setzt man 
w(2)— Ww(k) 

















u 
a = le), 
so folgt aus Gleichung (3.) 
en C; d'=!y(z) 
(4.) Ai = es | dz'—! Er 
also 
ER 1 8 - ED] _ _ x 
zit = en we 0 2pch)? 
also 
ba #4 y' (k) Ologw(k) 
(9.) A, Z=— u. 4 , 
(U) zihi 2 (k) 2 ok 9 
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also nach Gleichung (8.) No. 8 
Is 14 ölan Zu022  Soaes 
und folglich nach Gleichung (5.) und (7.) No.7 


olog#(0,0,... 0) | | k 
(6.) = Ei A a Aus m 


e) k ” Ö h; 








was mit dem Resultate des Herrn Thomae (ob. eit. Abh. d. J. Bd. 71 pag. 216) 
übereinstimmt. 
Greifswald im März 1871. 
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Ueber die linearen Differentialgleichungen, welchen 
die Periodieitätsmoduln der Abdelschen Integrale 
zenügen, und über verschiedene Arten von 
Differentialgleichungen für 3(0, 0, ... 0). 

(Von Herrn L. Fuchs in Greifswald.) 


IR einer früheren Abhandlung (d. J. B. 71) haben wir die Periodici- 
tätsmoduln der hyperelliptischen Integrale als Functionen eines Parameters 
einer näheren Untersuchung unterzogen und namentlich auch die linearen 
Differentialgleichungen aufgestellt, welchen diese Functionen genügen. In dem 
Folgenden wollen wir ebenso für die Periodieitätsmoduln der allgemeinen 
Abelschen Integrale, als Functionen eines der sich nicht aufhebenden Ver- 
zweigungspunkte der der Theorie zu Grunde gelegten Fläche T', lineare Dif- 
ferentialgleichungen entwickeln, unter der Voraussetzung, dass die sich nich! 
aufhebenden Verzweigungspunkte von einander unabhängig sind. 

In diesem Journale B. 36 hat Jacobi für das elliptische 9(0) als Function 
von logg eine Differentialgleichung dritter Ordnung entwickelt. deren Coel- 
firienten numerische Grössen sind. Dieselbe steht in enger Beziehung zu der 
bekannten linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung, welcher K und K 
genügen, und sie lässt eine unmittelbare Anwendung auf die Transformation 


zu. — Wir wollen im Folgenden zeigen, dass ähnliche Relationen sich in 
der Theorie der Abelschen Funetionen zwischen 9(0.0,... 0) als Function 


der Periodieitätsmoduln und deren partiellen Ableitungen nach denselben er- 
seben. und dass die Herleitung derselben entweder mit Hülfe der bei den 
oben angeführten Differentialgleichungen der Periodieitätsmoduln in dieser Ar- 
beit hergestellten Beziehungen, oder auch unabhängig von diesen möglich ist. 

Da jedoch die Periodieitätsmoduln nicht von einander unabhängig sind, 
so scheinen uns für manche andere Zwecke, als die sich unmittelbar auf das 
Problem der Transformation beziehenden, solche Differentialgleichungen den 
Vorzug zu verdienen, welchen 9(0,0,...0) als Function eines der 3p—9 


Klassenmoduln. oder eines der als unabhängig von einander vorausgesetzien 


sich nicht aufhebenden Verzweigungspunkte genügen. Wir wählen die letzteren 
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als unabhängige Variabeln und zeigen, dass 9(0.0,...0) als Function der- 
selben gewisse algebraische Dillerentialgleichungen befriedigt. 

In der Bezeichnung schliessen wir uns überall an die Abhandlung von 
Riemann (d. J. B.54) an, welche wir kurz als R. A. F. citiren. 


Ehe wir in unsere Untersuchung eintreten, ist es nöthig nachzuweisen, 
dass die sich nicht aufhebenden Verzweigungspunkte der die algebraische 
Gleichung 
darstellenden Fläche 7 als von einander unabhängig vorausgeselzt werden dürfen. 

Zwischen der Anzahl « dieser Punkte, und der Anzahl 2» von (Quer- 
schnitten, welche die Fläche Tin eine einfach zusammenhangende verwandeln, 
findet die Beziehung statt: 

2.) w = 2n+2(p-1) (R.A.F. $.7). 
Für die mit Gleichung (1.) zu derselben Klasse gehörigen algebraischen Glei- 
chungen ist p unveränderlich (R. A. F. $. 11). Die Gleichung niedrigsten 
Grades in derselben Klasse hat für p — 2 die Form 
V B. 

(3.) F,(s, 3) — Ö, 
und es ist 

4.) p=»#r-:, 
wo e=?2 oder 3, je nachdem p gerade oder ungerade. (R. A. F. $. 19). 

Es sei w, die Anzahl der sich nicht aufhebenden Verzweigungspunkle 
der Gleichung (3.), so ist nach Gleichung (2. 

(9.) | _— 2v t- 2 pl), 


oder 
6.) ww, = br—?R(ll-te). 
Die Anzahl (v-+-1)' der Constanten der Gi. (3.) ist also um mehr als eine 
Einheit grösser als w,. 
Nun sei 


um 


(T., n=v-+LC, m=vH+n, 
wo £ und n entweder Null oder positive ganze Zahlen sind, es folgt alsdann 
aus (rl. (2.) und (5.) 


8.) w= wı+%. 
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Die Anzahl der Constanten der Gl. (1.) ist 


l 7 


m+1)»+1)= (r+1+9)r+1+7)= vr +1)’ +W+14n)S+@ +1), 


also übertrifft die Anzahl der Constanten der Gl. (1.) die der Gleichung (3. 
um mehr als 27, und demnach die Anzahl w der sich nicht aufhebenden Ver- 
zweigungspunkte der Gleichung (1.) um mehr als eine Einheit, so dass im 
Allgemeinen letzteren Punkten willkürliche, von einander unabhängige Lagen 
cegeben werden können. 

Zu demselben Schlusse gelangt man auch für p=1 oder 2. Wir 
werden demnach in dieser Arbeit die sich nicht aufhebenden Verzweigungs- 
punkte als von einander unabhängig betrachten. 


) 


ud) 


Eine fernere Bemerkung bezieht sich auf die Darstellung einer rationalen 
Function von (s, 3), die in gegebenen Punkten unendlich gross und in anderen 
gegebenen unendlich klein werden soll. 

Bekanntlich kann man mit Hülfe der Gleichung 


ım 


n 
(1.) F(s,2) = 0 
jede rationale Function f(s, z) auf die Form bringen: 


L.- st L._.s""? -4- ... 4 L, 





(2.) f(s; 3) = Ar . 
N 
wo die Grössen L,_1, Zu, --. 4, und N ganze ralionale Functionen von 
3 sind. 
Soll daher f(s,z) in den Punkten (s,, 3,), ($2. 33)» -- - ($„, 3„) unend- 


lich gross erster Ordnung, sonst aber überall endlich werden, und setzen wir 
N = 2 — 23,)(2—2)...(2 - 2) 


und bezeichnen die »— 1 übrigen Punkte der Fläche T, welche mit (s,, 3, 


zu demselben Werthe z, gehören, mit (s,. 3.) (Sas 2.) --. (sl, 2,), so ist 
der Zähler so zu bestimmen, dass er in den Punkten (s,, 3.) (Sa » 3a)» --. (s"", 2, 


(a=1,2,...m) von der ersten Ordnung verschwindet. Diese m(n—1) Be- 
dingungen liefern ebenso viele lineare Gleichungen für die Coefficienten der 
I, als Unbekannte. — Ist « die Anzahl dieser Coefficienten und 


u—m(n—1) = v-+1., 
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so treten zu jenen Gleichungen noch v andere hinzu, welche ausdrücken. 
dass der Zähler von f(s,z) ausserdem in den v» gegebenen Punkten (b,,«,). 
b5,@)» -.. (b,,a,) erster Ordnung verschwinden soll. Die Gesammtheit der 
«—1 Gleichungen liefert die Verhältnisse der Coefliecienten der L als rationale 
Functionen der Grössen ($,. 3, )» (82. 2.)» .-- (8, z,) und (ba). (ba). ... (b,, @,). 
Da diese Functionen, wie sich aus der Theorie der linearen Gleichungen er- 


ojebt, in Bezug auf s,. 5. - - - s{” 


’ symmelrisch sind, und die symmetrischen 
Funetionen dieser Grössen sich rational durch die Coefficienten der verschiedenen 


Potenzen der Gleichung 


(1% F(s,2,) = 0 


/ 


und durch s, ausdrücken lassen, so ergiebt sich schliesslich der Satz: 

Die Constanten in der rationalen Function f(s,z). welche dadurch be- 
stimmt wird, dass sie in den gegebenen Punkten (s» 2) (S3» 23). ... (S,.3,, 
unendlich gross erster Ordnung, sonst überall endlich, und in den gegebenen 
Punkten (b,,a). (b»,@), ... (b,,a,) unendlich klein erster Ordnung wird, 
lassen sich als rationale Functionen dieser beiden Reihen von Grössenpaaren 
darstellen, deren Coefficienten ihrerseits rational aus den Constanten der Glei- 
chung (1.) zusammengesetzt sind. 

Wenn m >p, so ist nach (R. A. F. $.5 u. 8) die Bestimmung einer 
rationalen Function gemäss den obigen Bedingungen stets möglich, und es 
ergiebt sich v=m-—p, so wie dass der Zähler derselben noch ausserdem in 
p Punkten verschwindet. 


ml s5, 3 
sv fr de 
s 





5 
© 
irgend ein Integral erster Gattung (R. A. F. $.9), und % irgend einer der 
sich nicht aufhebenden Verzweigungspunkte, so ist Sr in der Fläche T über- 
all ausser in % endlich und hat in der Umgebung von k die Form 


3-1 23 





2 U Ä oe uf VER ya FE OR: 
2.) ART k) +6,-1(3—k) ++ ta(s-A+6G, 


wo @ nur positive ganzzahlige Potenzen von (z—Ä): enthält. 
Le) ke] ’ 
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Es seien nun &,&, ... &, p willkürliche, aber feste Punkte der Fläche 
T, so lässt sich eine rationale Function z4;(s, z) derart bestimmen, dass der 
Nenner derselben in % unendlich klein der Ordnung 27/—1. in den Punkten 
e unendlich klein erster Ordnung wird. während ihr Zähler für die noch 
übrigen Nullpunkte des Nenners von gleicher Ordnung wie dieser verschwindet. 
Alsdann enthält der Zähler noch 24 willkürliche Constanten (R. A. F. $. 8), 
über welche wir folgendermassen verfügen. In der Umgebung von % hat 
7,(s.z2) die Form: 








2i—I | 2 2i—2 


(8.) Y,\8 2) - Tu k) x (et e; (3—k "— &(3—k)+ +6, 2 (3— k) i ) . H. 
wo H nur positive ganzzahlige Potenzen von (z—k)‘ enthält. Wir setzen nun 


: ' e; = e; RE nn ©2713 on v0. 
4) } 
air, Ball 7 + et 


Dieses giebt im Ganzen 24—1 Bedingungen, gerade so viel. als zulässig sind. 
Es ist alsdann 


in den Punkten &e unendlich gross erster Ordnung, sonst aber überall endlich. - 


Sind daher 4, h. ... #, Integrale zweiter Gattung von der Beschaffenheit. 


dass #, in e, unendlich gross erster Ordnung, sonst überall endlich ist, sind 
ferner U), Ü,, ... U, ein System linearunabhängiger Integrale erster Gattung. 
so dass 


n—?2 m—?2 


ıgu(S, 2%) 
Pr: ax 2 P, 
f) z 


os 





so ist (R. A. F. $.5) 
u OU 


i a — \ | ' aA, FE 4 T Ar / | h Q 
O2 Okt a = Ott Oabt +d,h4+ Ya U,- 32 U; a; U,+-Const.. 


wo die Grössen 7 und Ö Constanten bedeuten. 


4. 


Die Grössen y, d in Gl. (5.) vor. No. lassen sich, wenn die Function 
/, und die Integrale /, gebildet sind, auf algebraischem Wege berechnen. — 
Differentiiren wir daher die Gleichung (5.) vor. No. nach z, und bringen die 
rationalen Functionen von (s,z) auf beiden Seiten der erhaltenen Gleichung 
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auf die Form der Gl. (2.) No. 2., so ergeben sich, wegen der vorausgeselzien 
Irreduetibilität der Gl. (1.) No.1., » Gleichungen, welche die Grössen y, 0 
linear enthalten. Da diese Gleichungen identisch für jeden Werth von 2 
bestehen. so resulliren aus denselben lineare Gleichungen für die Grössen 
y, ö, welche für dieselben bestimmte Werthe liefern, da die Existenz der 
Gl. (5.) vor. No. bereits erwiesen. Sind (o,,Z,) die dem Punkte &, zuge- 


VRR Werthenpaare (s,z). so wie o der dem % RE Werth von s, 
so folgt aus der Bildungsweise der rationalen Functionen z, und - (BR, A.F.$.8) 


nach dem Salze in No.2.. dass die Coeflieienten dieser Po sich rational 
aus den Coeflicienten von g(s,3), F\s,3) und ihren Ableitungen nach % und aus 
(o,k) und den (0,,{,) zusammenselzen lassen. Ferner sind die Coefficienten 
der obenerwähnten linearen Gleichungen für die y, Ö rational aus den Coelfieienten 
von g(s,3), F\s,z) und deren Ableitungen nach #, ferner aus den Coellicienten von 
di, dU, a ar 
16 2)» 7,» 7, Fusammengeselzt. Hieraus folgt, dass die Grössen y, d sich 
rational aus den Coefficienten von g(s,z3). F(s,z) und deren Ableitungen 
nach k, ferner aus den Üoefficienten von %;(s, z), und aus (o,%k) und den 
(0,,{,) zusammensetzen. 
>. 

Es sei K der Periodicitätsmodul von U an einem bestimmten (Quer- 
schnitt, T,, K, resp. die Periodicitätsmoduln von f£,, U, an demselben Quer- 
schnitt, so folgt aus Gl. (5.) No.3: 


o*’K 


(1.) pi — d;, 1,4 Hd» T; +. -J, „4,+ Yalı- T -Yal-+--+Y„K,- 
Nehmen wir für A successive O0, 1. 2. ... 2p und eliminiren aus den 2p--1 
Gleichungen T,, T;, ... T,, K,, KG. ... K,,. so erhält man eine Gleichung 


der Form 


O?rK Or-IK er 
a HB a tt = 0 


2.) Pr 
Dieses ist eine lineare Differentialgleichung 2p'“® Ordnung, in welcher A als 
unabhängige Variable gilt, und welcher die 2» Periodicilätsmoduln von U 
genügen. Die Coelfficienten 5 sind nach voriger No. rationale Funclionen 
der Coeffiecienten in p(s, =), F(s,z) und deren Ableitungen nach k, der Coel- 


licienten von g;(s,3) und der Grössen (o,k) und (0,,{,). Allein die Perio- 
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dieitätsmoduln von U sind über gewisse Querschnilte erstreckte Integrale, 
und daher durch die Coelfieienten in gs, z). F(s, z) vollkommen bestimmt. 
sobald die Querschnitle gegeben sind. und es lassen sich die Verhältnisse der 
Coelficienten 9 aus diesen Periodieitälsmoduln und ihren Ableitungen ohne 
Zuhülfenahme anderer Grössen zusammensetzen /s. meine Abh. B. 66 d. ] 
No.2). Hieraus folgt. dass die Verhältnisse der Coelfieienien 7 nur rationale 
Funelionen der Coefficienten in g(s, 2). Fis,z) und deren Ableitungen naclı 
k sind. 

Wenn zwischen den Grössen T,., DT, ... T,, K,. Rı,... K, be- 
sondere Beziehungen bestehen, so werden, wenn man für 4 in Gl. (1.) successive 
0. 1,2. ... g selzt, wo g<Z2p, aus diesen g+1 Gleichungen sich schon 
jene Grössen eliminiren lassen, und es ergiebt sich alsdann eine Differential- 
sleichung niedrigerer als 2p‘“® Ordnung, welcher die sämmtlichen Periodieitäts- 
moduln von U genügen. 

Das in dieser No. entwickelte Theorem ist eine Verallgemeinerung 
eines auf die hyperelliptischen Integrale bezüglichen in meiner Arbeit B. 71 
d. J. No.8 und 11. 


6. 
Jacobi hat in diesem Journal B. 36 für das elliptische 9(0) als Function 
use 
von lgeg= —ın jg eine Differentialgleichung entwickelt, welche in Bezug aul 


30) als abhängige Variable von der dritten Ordnung, in Bezug auf 9(0 
und seine Ableitungen nach logqg vom 14" Grade, und mit rein numerischen 
Coeflieienten behaftet ist. 

Fasst man dagegen 9(0) als Function des Moduls k auf, so ist die 
Diiferentialgleichung, welcher 9(0) genügt. bei weitem einfacher. Aus der 
Gleichung 





FR u 2K 
1.) 30) = Yy— 
und der bekannten Dilferentialgleichung 
si . ri ö 
k—h ) 5 + (13% )gkK = 0 


oder 


de df „2 dK ir 
2) Zie rn —d, 
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folgt nämlich, wenn wir mit Jacobi 
30) y 


seizen 


ar ns an day ana 
3.) dk L n dk hg v. 


Wenn man wiederum aus dieser Gleichung die Differentialeleichung dritter 
Ordnung von Jacobi herleiten will. so folgt zunächst aus Gl. (2.). welcher 
, Fo | una d 

K und K genügen, 


d “ u 
IE\K)  SERR 


also 
N dlor 7 2 
. a ° 7” u 
Daher ergiebt die Gleichung (3. 
. I I dy ur 
>. Gr | — | -KEy —= 0. 
iu dloggq Yy diogq \ 


Dillerentiirt man diese Gleichung unter Anwendung der Gl. (4.) nach 
logg. und eliminirt % aus der entstandenen Gleichung und der Gleichung (5.). 
so erhält man die Differentialgleichung dritter Ordnung von Jacobi. 

Von dieser Differentialgleichung lässt sich, weil sie den Modul % nicht 
enthält, unmittelbar auf die Theorie der Transformation der elliptischen Funelionen 
Anwendung machen, wie Jacobi 1. ce. gezeigt hat. Wir wollen nun im Fol- 
senden für 9(0,0,...0) als Function der Periodieitätsmoduln «, algebraische 
Gleichungen zwischen der Function und ihren parliellen Ableitungen nach den 
d;. herleiten. welche ebenfalls mit rein numerischen Coefliecienten behaftet 
sind. Diese erscheinen als die Verallgemeinerung der Differentialgleichung 
dritter Ordnung von Jacobi und lassen ebenfalls, da sie von der Wahl des 
(uerschnilissysiems unabhängig sind. unmittelbare Anwendung auf die Trans- 
formation der Abelschen Functionen zu. 

Da jedoch diese Relationen nur unter Voraussetzung der zwischen 
den Periodieitätsmoduln bestehenden Abhängigkeit gelten. so scheinen uns für 
manche andere Zwecke, als die sich auf die Transformation beziehenden, solche 
Relationen den Vorzug zu verdienen, in welchen 9(0.0,...0) als Funetion 
von einander unabhängiger Grössen auftritt. Wir lassen daher die Ilerleitung 
von Differentialgleichungen für 9(0.0,...0) folgen, in welchen die sich nicht 
aufhebenden Verzweigungspunkte als unabhängige Variable auftreten; diese 
Differentialgleichungen erscheinen als Verallgemeinerung der Dillferential- 


gleichung (3.). 


42 * 
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- 
‘ 


Die Differentialgleichungen der erstgenannten Art, nämlich die zwischen 
90,.0,...0) und seinen partiellen Ableitungen nach den Periodiecitätsmoduln, 
lassen sich durch rein algebraische Eliminationen erhalten, ohne Kenntniss des 
Ausdruckes von (0,0, ...0) durch die Klassenmoduln oder der Differential- 
oleichungen, welchen die Periodieitätsmoduln als Functionen derselben Grössen 
genügen, wenn man von den in meiner vorangehenden Arbeit angestellten Be- 
trachtungen Gebrauch macht. Diese Arbeit wollen wir kurz mit A. eitiren. 

Es sei ı,. %,, ... a, ein System linear unabhängiger Integrale erster 
(rallung. von der Art, dass der Periodicitätsmodul von «a, am Querschnitte 
a, gleich i, an allen übrigen a gleich Null. am Querschnitte b, gleich «a, 
(und a,,= a,,) (R. A. F. $.18—21), so ist bekanntlich 

O’log 3(a (u,)) 
WNER) = = 
eine rationale Function von (s, 2). 

Ist « ein beliebiger Punkt der Fläche T, und a)’, 05”, ... «j’ das 

mil « durch die Gleichung 

v.(s,3) = 0 
verknüpfte Hauptsystem (s. m. A. No. 1—6), und disponirt man über die in 
den x, enthaltenen Constanten derart, dass man setzt: 


ar wi / a. En 72 ME 3 


«/ 
du 


wo S der einem beliebigen Werthenpaare (s, z) entsprechende Punkt der Fläche 
T ist. so wird 9(aa,)) in den Punkten «{”, «\”. ... e)’ unendlich klein 
erster Ordnung (s. m. A. No.3 Gl. (2.)), also E,,(s, z) in denselben Punkten 
unendlich gross zweiter Ordnung, sonst aber überall endlich. Die Function 
v,(s,2) wird ebenfalls in diesen Punkten unendlich klein zweiter Ordnung 
(s. m. 4. No. 2), also ist 

(2.) (,, 


eine ganze rationale Function von (s,z2). Da ”, für jeden Punkt der Fläche 


(,3) = Ey(s, 3)w,(s, 3) 
T endlich ist. so ist für z=%x oder s=%®x G,,(s, 2) ebenso oft unendlich 


wie ,, demnach ist @,(s,z) wie w, in Bezug auf s vom Grade »—1., in 


u 


”) 
Bezug auf z vom Grade m—1, also 
8) 0.82) = Was ++ +", 


wo @, G@s ... G@,_, ganze rationale Functionen m — 1°" Grades von 3 sind. 


7 








Fuchs, üb. gewisse Differentialgleichungen in d. Theorie d. Abelschen Integrale. 333 


Wir setzen zur Abkürzung 


P 
örlogii (Uu)) 


4.) - I. 


OUg ou; ou, ES adl... 


wo g die Anzahl der #. nach denen differentiirt wird. bedeutet. Differentiirt 


man nun die Gleichung 3.). indem man die Identität: 


EP. N 

3 [4 / 
o’logU\a(u,)) 
= R a) du 


iA 

Ar he 
— 

l 


dE;. ($, z) 
ou; Ou„Ouy dz 


I de 


anwendel. mn mal. und setzt <= u, so bilden diese Gleichungen mit Gl. (3.) 
(ebenfalls für <= u) zusammen mn-+1 Gleichungen, aus welchen die m» Con- 
stanten der Functionen @,. @. ... @G,_, eliminirt werden können. Das 
Resultat der Elimination ist eine Gleichung zwischen den Grössen Z,,..., in 


Vs 


welchen die Ordnung der Differentiation höchstens gleich m»-+-2,. und zwischen 


U, « .. 4 - - 
- > und v, und der Grösse u. Bezeichnen wir diese 
dz | 


den Coefficienten von 

Gleichung mil 
(ae 

Bildet man die ferneren Ableitungen der Gleichung (3.) bis zur mn»-+'” Ord- 

nung, selzt S= u und eliminirt aus jeder derselben mit Hülfe von m» der 

ersten Gleichungen die Constanten in @,. @. --. @,_ı, So mögen die neu- 


entstandenen Gleichungen mil 
(A)=0, (AN)=0, ... (4M)=0 
bezeichnet werden. Dieselben werden theilweise identisch erfüllt. theilweise 


von einander abhängige sein können. Immer aber wird für ein hinlänglich 
. - 


orosses / eine genügende Anzahl von Gleichungen vorhanden sein, um mil 
Hülfe der Gleichungen, welche zwischen den « und « bestehen (s. m. X. 
N0.5), und der Gl. (1.) No. 1 die Grösse u, die Coeffieienten von F(s, 2). 


du en Su . 
= und von w, zu eliminiren. Das Resultat ist eine Gleichung zwischen 
3 2 


den Grössen Z,;...., in welchen die Ordnung der Differentiation höchstens gleich 
mn -+l-+2, mit rein numerischen Coeflicienten. 


1. ’(p-+1) a 
Solcher Gleichungen erhält man -„ wenn man für 4, u alle zu- 


ä 


lässigen Combinationen macht. 
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5. 


p \ 
/ \ . . . . 
Da I\a(a,)) und jede ihrer Ableitungen gerader Ordnung eine gerade 
- 
Function der «, jede Ableitung ungerader Ordnung eine ungerade Function 
derselben Grössen ist, so verschwinden die letzteren. wenn in denselben 
1, = m —=4,—=0 geselzi wird. Daher verschwinden auch die Ableitungen 
h 
ungerader Ordnung von 1089 a(u,)) für dieselben Werthe. 
) 
Die bekannten Relationen 


40% 0’% 20% 0% 


1.) 
lassen sich folgendermassen schreiben: 
[ do lor ı# o’loerd ( 
. \ Mau "I 


| 28logr 4 


’ 


Ay on, OAyu OU, OU 





© log Va ) 

ou, 
o’log u 4 0 los v2 Ö log F 

u. — _ — - — ———— — ($) 


OA yuu‘ ou,Cu. Mu OU, 


Für nem, =.+=a,=0 gehen die Relationen (2.) über in 





10 loo#(0,0....0) 3 o*’log r 
' 








a1? p) 
‘ \ C A yuu z— CO Hu () 
20 lor (0, 0. u ww. lo 1 
OA u - ou, On Ju . 


Sind a, b. c, d. ... unter einander verschieden, so folgt aus der Form der 
Thetafunetion, als Verallgemeinerung von (1.), 

2a or OF 

%) aa” ra. 
wo 24 die Anzahl der », nach welchen auf der rechten Seite dilferentiirt wird. 
bedeutet. Sind irgend welche unter den Grössen a, b, c, d,. ... einander 
oleich, so wird der Exponent von 2 auf der linken Seite der Gleichung (4. 
um eine leicht bestimmbare Zahl grösser. 

Aus dieser Gleichung folgt, dass man die parliellen Ableitungen gerader 
Ordnung von log9 für == .-"—=a,—0 als rationale Funclionen mil 
numerischen Coeffieienten der Ableitungen von 9(0.0,....0) nach den a;, oder 
auch als ganze rationale Functionen der Ableitungen von log9I(0,0,... 0 
nach den a,, darstellen kann. 

Mit Hülfe dieser Relationen führen wir die zwischen den Grössen 


Lırr 


EL; 


in voriger No. gefundenen Beziehungen in Gleichungen zwischen den 
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Ableitungen von log 4(0.0,....0) nach den Periodieitätsmoduln a, über. wie 
sie oben angekündigt worden. 

Da jedes eigentliche System (a). welches mit « durch eine Gleichung 
v,—® verknüpft ist, als Hauptsystiem gelten kann, wenn man das Querschnitts- 
system a, b zweckmässig wählt (s. m. A. No.5). so unterliegt das in voriger 
und dieser No. beschriebene Verfahren nicht der Schwieriekeit, welche mil 
dem Aussondern des Haup!systems verbunden ist (s. m. WA. No.5 und 6 
Wählt man vielmehr ein beliebiges eigentliches System («) als Haupisvstem 
und bildet mit dem zugehörigen ıv,. d.h. demjenigen w,, durch welches das 
System («@) mit « verknüpft ist, die Gleichung (2.) vor. No., so erhält man 
die oben entwickelten Relationen unter Voraussetzung der entsprechenden 
Querschnittszerlegeung. 

Da jedoch die den verschiedenen eigentlichen Systemen («) zuge- 
hörigen , sich nur durch die in den Coeffieienten derselben auftretenden 
Grössensysteme (ea) unterscheiden, die leizieren aber bei der oben ange- 
deuteten Elimination herauslallen, so folgt: Die gefundenen Relationen bleiben 


ungeändert für jede beliebige Art der Querschnittszerlegung. 


9 


Um für die elliptischen Funetionen auf diesem Wege die Rechnung 


durchzuführen, sei 


wo 


hiz (1—z)(1-kz). 


/ 


» . . . Ben ‘dz . 
ferner A der Periodieitälsmodul von / - am Querschnilte @«, und es werde 
. S : 


i int < dz 
(3. u = / —, 
; ‚ s 


u 


geselz! 


so hat « am (Querschnille a den Periodieitätsmodul 7, am Querschnitte b 
heisse er 7. Es bleibt hierbei unentschieden, wie die beiden Querschnitte a 


und b zu legen sind. 


- 


Soll 9 S au-f du P}, wo P einen der Werthe 
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bedeutet, verschwinden für S=r, wo n ein beliebiger Punkt der Fläche T 


’ “@ | ti T 
3. / dud+P=z=z—-+-. 


dd 


1) 2/ = 0, 


[71 





ist. so ist bekanntlich 


tv 
Law 


also 


Die den drei verschiedenen Systemen halber Periodieilätsmoduln P nach 
Gl. (3.) zugehörigen Werthe @, oder die Functionen w,, durch welche sie 
mit «0 verknüpft sind, können also, wie aus der Gleichung (4.) folgt, nach 
dem Abelschen Theorem in diesem Falle folgendermassen gefunden werden: 

Es sei (s,,@) das dem Punkte «© zugehörige Werthsystem (s, 2), so 
selzen wir 


8.) w.(s,2) = wW+m3+@2-+cs 


T u 
und bestimmen die Constanten « und e durch folgende Bedingungsgleichungen: 


6 v.(—8,,2)=09, vw(—s,u)=0, 


ai u 14 


wo w,(s, 3) die totale Ableitung von w,(s,z) nach z bedeutet. 


T u \®: 
Die Bedingungen. dass v,(s.z) in @ unendlich klein zweiter Ordnung 


wird, sind, wenn (s,, @) das dem Punkte « zugehörige Werthsystem (s, 3) ist, 


u, 
| N f " ä ‚’ i > r BER 
€.) Sa» 0) — 0, U ($, ” G _ 0, 
Die Elimination von a,, a. @, ce aus den Gleichungen (6.) und (7.) ergiebt 
für & folgende Gleichung: 
(8. (e—u)[2(s,+s.)+(@— u) (s,- An? 
wo s’ wieder die Ableitung von s nach z bedeutet. Die Gleichungen (6., 


und (7.) ergeben alsdann die Verhältnisse der Coefliecienten von w,(s, 3). 
sel 


Unter Voraussetzung irgend einer Lage der Querschnitte «a und b, se 


e diejenige Wurzel der Gleichung (8.). für welche f du) verschwindet, 


also das Hauptsystem des allgemeinen Falles, welches sich hier auf ein Glied 


redueirt. so ist in diesem Falle 
d’ log F u) 


du‘ 





9 Y/ \ 

} » nd N —— 

Js E 8. | ni 
J \ z J/ 


und 
(10. G(s,2) = @M+Gis, 


wo @G, vom zweiten, G@, von nullten Grade ist. 
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Bildet man die Ableitungen der Gleichung (10.) nach z bis zur zehnten 
Ordnung, und setzt <= u, so kann man aus den ersten 4 der 11 Gleichungen 
die Coefflicienten von @, und @, bestimmen, diese in die nächstfoleenden sub- 
stituirt liefern 4 von einander unabhängige Gleichungen, aus welchen man 

ı7T 


mit Hinzuziehung von Gleichung (8.) %, 5 M eliminiren kann. Das Elimi- 


nalionsresultat ist eine Gleichung zwischen /,. Lu. Las. L,,. wenn man selzt: 
(20). cr] L. 

du® Su “ 
Nach der vorigen No. lassen sich diese Grössen durch die Ableitungen 
von log (0) nach z darstellen. Die Differentialgleichung für 9/0), welche 
man erhält. ist fünfter Ordnung. Sie ergiebt sich aus der Jacobischen. für 


r=logg, durch zweimalige Differentiation nach r. 


10. 


Um die Differentialeleichung herzuleiten. welcher 9(0. 0. ... 0) als 
Funclion eines der sich nicht aufhebenden Verzweigungspunkte genügt, wenden 
wir den Ausdruck von nit en als Function von %k an. 

Es bedeute nämlich E08, ... U, wie in No. 3 ein System linear- 
unabhängiger Integrale erster Gattung, und A“ den Periodicitlätsmodul von U, 


am Querschnitte a,; setzt man ferner die Determinante 


IA, A j A» 

| 40) AQ) AQ) 

ae, A, er, 

Mm 7 10 
(») (») (p) | 

am, Aw, ... A| 


so ist (s. m. 4. No.8 Gl. (8.) und No.9 Gl. (4.)) 
A ologe 3 (0,0,...0) ologY 
3 —- - = 4 ——H+R, 
\ ok - ok 
wo R auf algebraische Weise sowohl explieite von A als auch von den Coel- 
ficienten von y,(s,3) und Fis, z) abhängt. 


Nach No.5 Gleichung (1.) ist: 





o+ 4(u) 
9\ .—. aM) TILL FL... (a)TKu)ı „ta) A)_L_ „ta AU) AN... ta) Alu) 
» ua ;’ > ro 0% ie 0‘ I2"’4 +0%% p T/ı 4ı Hy? AR Yo , 


wo Ti“ den Periodieitätsmodul von f, am Querschnitte a, bedeutet, und 7, 
d sich rational aus den Coelffieienten von ,(s,3). Fis,z) und deren Ablei- 


’ 


tungen nach %, und aus (0, k) und den (0,,{,) zusammensetzen lassen. 


Journal für Mathematik Bd. LXXII. Heft 4. 43 
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Differentiiren wir die Gleichung (1.) 2p’ mal nach k, und setzen für 
die Ableitungen von A,“ ihre Werthe aus (2.), so kann man aus den ent- 
standenen 2p’+1 Gleichungen die 2p° Grössen A/”, T,“ eliminiren. Das 
Resultat der Elimination ist eine algebraische Gleichung zwischen den Ablei- 
iungen von 4(0,0,...0) als Function von k, deren Coefficienten algebraisch 
aus den Coeffiecienten von g,(s,3),. F(s,z)‘ und deren Ableitungen nach #, 
und aus (o,%k) und den (o,,{,) zusammengesetzt sind. 

Differentiirt man diese Gleichung p mal, so kann man aus den ent- 
standenen p-+1 Gleichungen, unter Zuhülfenahme der Gleichungen F(o,,[,) 0. 
die p Grössenpaare (6,,{,) eliminiren, und erhält schliesslich als die gesuchte 
Verallgemeinerung der Differentialgleichung (3.) in No. 6. eine Differential- 


gleichung 
3 . ) M, — 0. 
deren Coefficienten sich algebraisch aus den Coeflicienten von y,(s, 2), F(s, z 


und deren Ableitungen nach k und aus (0, %) zusammenselzen. 


11. 


Unter Voraussetzung der in No. 3—5 entwickelten Formeln und der 
Differentialgleichung (3.) vor. No. lassen sich die in No. 7 u. 8 behandelten 
Relationen zwischen den Ableitungen von log4(0,0,...0) nach den Perio- 
dicitätsmoduln «,, auch auf folgende Weise herleiten. 

Bekanntlich ist 

1) = U, a=1,2,..p 
vı 0% 
ein System linearunabhängiger Integrale erster Gallung von der Beschaffen- 


heit, wie es in No.7 gefordert wird. 


Es werde vorausgesetzt, dass die Coelficienten von y,(s. 3). als 
Funclionen eines jeden der sich nicht aufhebenden Verzweigungspunkle, 
algebraischen Differentialgleichungen genügen, also beispielsweise, wie die Co- 
efficienten von F(s, z), algebraische Functionen von %k sind. Da die Grössen 
A‘ nach No. 5 linearen Differentialgleichungen genügen, deren Coeffieienten 


rationale Functionen der Coefficienten von %,(s, 2). F(s,z2) und deren Ab- 


’ a 1. a Da BE, ! 
leitungen nach %k vorstellen. so sind auch die Coefficienten von gr Functionen 
= - (Z 
von %, welche algebraischen Differentialgleichungen genügen. — Unter der- 


selben Voraussetzung ergiebt sich. dass die Coeffieienten der Gleichung (3.) 


vor. No. als Funetionen von A algebraischen Diflerentialgleichungen genügen. 
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Nun ist nach No.5 Gl. (1.): 








| Of dy, (a) Ta) Na) 7 

7 3 ı) » Tku)_ı | Ma) Tu) ı „,6 ch 5 1 (a) 

2.) ET" ng _—_ 0% T, Er U 0‘ Y = _— 1 1  — % 0% y + ) 1 Aut Yiz On, a. , . a, a 

wo die Grössen y, 0 sich nach No. 4 rational aus den Coeffieienten der 

. . ‚ Ar 3 ° Er, 

Funetionen F(s, 3). z und ihrer Ableitungen nach %#, und aus den Grössen 
Bere d35 L 


o,k) und den (0,,{,) zusammensetzen. 


Es ist aber: 





3,\ ologY#(0,0,...0) u color&F(0,0,... V) Ca 
zei. ok = = Olgb ok 


Dilferentiiren wir diese Gleichung bis zur /“" Ordnung nach Ak, indem wir 
stets F(0.0,...0) als Function der a,, und diese wieder als Functionen von 4 
behandeln, und setzen in jeder dieser Gleichungen für die Ableitungen von a, 
nach 4 deren Werthe aus Gl. (2.), so können wir / so gross wählen, dass 
wir aus den entstehenden /+1 Gleichungen, unter Zuhülfenahme der suc- 
cessiven Ableitungen der Gleichung (3.) vor. No. die Grössen (0, k). (0,,<, 
T,"’, a,, und die Ableitungen von 9(0,.0,...0) nach A eliminiren können. 
Die Coefficienten der resultirenden Gleichung zwischen den Ableitungen von 
3(0,.0,....0) nach den a,, 
(4.) (A,) = 0 


F 


E . ER Dan : du, 
hängen auf algebraische Weise ab von den Coeflicienten von F(s, =). D- 
5 dz 


und ihren Ableitungen nach %, ferner von den Üoefficienten der Gl. (3.) vor. 
No. und ihren Ableitungen nach %. Mit Hülfe der successiven Ableitungen 
der einzelnen algebraischen Differentialgleichungen. welchen diese verschie- 
denen Grössen genügen, lassen sie sich alle aus der Gl. (4.) und deren Ab- 
leitungen eliminiren,. und man erhält eine Gleichung 
ue Au: 

welche eine Relation zwischen den Ableitungen von 9(0,0,....0) nach den 
a,, ausdrückt, mit rein numerischen Coefficienten. 


4uy 


Den verschiedenen sich nicht aufhebenden Verzweigungspunkten A ent- 
sprechend ergiebt sich eine gewisse Anzahl von Relationen dieser Art. 


Greifswald im März 1871. 


| 3 ” 
. t 
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Zur Integration der Differentialgleichung 


Pu, 





a 


(Von Herrn F. E. Prym in Würzburg.) 


Kin [undamentaler Satz der Functionentheorie lautet: 

„Bezieht man die Punkte einer Kreisfläche durch Coordinaten x, y auf 
ein rechtwinkliges Coordinatensystem, so existirt zu dieser Kreisfläche immer 
eine und nur eine reelle Function « der Coordinaten x, y mit folgenden 
Eigenschaften: 

I. Die Function « ist für die ganze Kreisfläche,. den Rand einbegrillen, eine 
einwerthige und stetige Function des Ortes oder Punktes x, y und stimm! 
am Rande vollständig mit einer für den Rand willkürlich angenommenen. 
längs des Randes allenthalben stetigen Function überein. 

Il. Die sämmtlichen Derivirten der Function « von angebbarer Ordnung sind 
im Innern der Kreisfläche, d. h. bis in jede endliche Nähe zum Rande, 
einwerthig und stetig, und die zweiten Derivirten genügen der Gleichung 
at a 
OT oy 

Das bekannte Verfahren. dessen man sich bei mathematisch - physi- 
kalischen Untersuchungen bedient. um eine Funclion « mit den erwähnten 
Eigenschaften zu erhalten *), beruht auf der unbewiesenen Voraussetzung. 
dass jede einwerthige, stetige, reelle. und mit der Periode 27 periodische 
Function f(g) des reellen Argumentes y sich für jeden Werth des Argumentes 
p durch eine Fowriersche Reihe darstellen lasse. Nur für den Fall, dass die 
Function f{g) auf der Strecke von —rı bis +71 nicht unendlich viele Maxima 
und Minima besitzt. hat Dirichlet (d. Journal Bd. 4) diesen letztgenannten 
Salz bewiesen, und die Untersuchungen von Ftiemann in der Arbeit: „„Ueber 
die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe‘, wie 
manche wichtive Aufschlüsse über die zur Darstellbarkeit erforderlichen Be- 


dingungen man ihnen auch verdanki, haben dennoch gerade für diejenigen 


Vergleiche z. B.: „Das Dirichletsche Prineip in seiner Anwendung auf die 
Riemannschen Flächen, von Carl Neumann“, pag. 5 u. flg. 
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Functionen, die unbeschadet der Stetigkeit unendlich oft oseilliren. die Dar- 
stellbarkeit nicht bewiesen. Es beruht auf einem Irrthume,. wenn Herr Hankel 
in einer kürzlich erschienenen Schrift *) annimmt, der Beweis für die Dar- 
stellbarkeit solcher Functionen durch trigonometrische Reihen sei von Atiemann 
geliefert worden, und zur Bestätigung dieser seiner Ansicht auf art. 10 der 
oben eitirien Aiemannschen Arbeit verweist. In dem genannten Artikel hal 
Riemann nur bewiesen, dass, wenn die Function f(y) durchweg endlich bleibt 
und eine Integration zulässt, dann die Üoelficienten der trigonomelrischen 
Reihe zuletzt unendlich klein werden. womit für die Convergenz der Reihe 
noch nichts bewiesen ist. Im Gegentheile bemerkt Aiemann ausdrücklich, mil 
Rücksicht auf die vorangegangene Untersuchung im art. 9, dass in diesem 
Falle die CGonvergenz der Reihe für einen bestimmten Werth von g nur ab- 
hänge von dem Verhalten der Funetion f{y) in unmittelbarer Nähe dieses 
Werthes. Und in der That muss man, um über die Convergenz entscheiden 
zu können, sei es dass man sich dazu des im art. 9 unter Ill. gegebenen 
Satzes oder anderer Methoden bedienen will, über das Verhalten der Funclion 
f(g), auch wenn sie allenthalben stelig ist, noch weitere einschränkende Vor- 
ausselzungen trelfen. Eine solche Voraussetzung würde z.B. die sein. dass 
die Function f(Y) für jeden Werth g einen endlichen Differentialquotienten 
besitzt, oder die von Herrn Lipschitz in seiner Arbeit über denselben Gegen- 
stand (d. Journal Bd. 63, pag.296— 308) gemachte Annahme, dass der absolute 
Werth von f(g+d)-f(y) mit positivem, abnehmendem Ö schneller abnimmt als 
eine posilive Potenz von d, multiplieirt mit einer endlichen Constanten. Die 
Darstelibarkeit einer, nur der Bedingung der Stetigkeit unterworfenen Function 
f(y) durch eine trigonometrische Reihe ist also bis jetzt noch nicht bewiesen. 
und es kann folglich auf diese Annahme auch kein Beweis des im Anfange 
ausgesprochenen Salzes gestützt werden. 

Zu den nachstehenden Betrachtungen führte mich die Vermuthunge. dass 
die Unmöglichkeit, den obigen Satz allgemein zu beweisen. sobald man für 
« die bekannte Reihenentwicklung aufstellt. die auf dem Rande der Kreis- 
lläche in eine Fouriersche Reihe übergeht, lediglich in der gewählten Aus- 
drucksform ihren Grund habe. Wenn man von einem Ausdrucke für x ver- 
langt, er solle auf dem Rande selbst. seinem Werthe nach, mit einer für den 


Rand willkürlich angenommenen Funetion übereinstimmen. so verlangt man 





*) „Untersuchungen über die unendlich oft oseillirenden und unstetigen Functionen, 
pag. 15 und pag. 33.“ 








342 Prym, zur Integration einer Differentialgleichung. 


eben zu viel. Es würde vollkommen genügen, wenn man von einem Aus- 
drucke in x, y, der die übrigen für « aufgestellten Eigenschaften besitzt. zeieen 
könnte, dass sein Werth, wenn der Punkt x, y sich einem Randpunkte un- 
begrenzt nähert, ohne Unterbrechung der Stetigkeit gegen den Werth con- 
vergirl. den die für den Rand willkürlich fixirte Function in dem betreffenden 
Randpunkte besitzt. Zur Durchführung dieser Untersuchung kann man die 
eben erwähnte Reihenentwicklung für #. die nach steigenden Potenzen des 
tadius vectors fortschreitet, nicht benutzen, dagegen führt die Anwendung 
einer andern, durch Summation der genannten Reihe entstehenden und schon 
von Herrn ©. Neumann (d. Journal Bd. 59 pag. 364) aufgestellten Ausdrucks- 
[orm zu dem gewünschten Ziele und damit zu einem strengen Beweise des 
ausgesprochenen Satzes. Dies zu zeigen, ist der Zweck der folgenden Seiten. 
Ich habe mich dabei nicht auf den Fall beschränkt, wo die für den Rand 
gegebene Function allenthalben stetig ist. sondern auch gleich den Fall mi! 
berücksichtigt, wo dieselbe eine endliche Anzahl von Stetigkeitsunterbrechungen. 
hervorgerufen durch sprungweise Aenderungen um endliche Grössen, besitzt. 
Die Untersuchung dieses letztern Falles lässt zugleich den innern Grund er- 
kennen für die merkwürdige Erscheinung, dass eine convergente Fourier- 
sche Reihe, die eine Function f(y) darstellt, für diejenigen Werthe «@ von y. 
für die f{(y) springt, den Mittelwerth aus den Werthen f{@—0) und f(@+0 
liefert. Andere Fälle bleiben hier ausgeschlossen; dagegen habe ich mit der 
obigen verwandte Fragen in den Kreis der Untersuchung eingellochten. 
Schliesslich bemerke ich noch, dass mir während der Ausarbeitung 
dieses Aufsatzes eine, im XV. Jahrgange der Vierteljahrsschrift der Natur- 
[orschenden Gesellschaft in Zürich (pag. 113—128) unter dem Titel: ‚Ueber 


9 
+ 
J 


die Integration der partiellen Differentialgleichung 5 .- 3 —(0 für die Fläche 
eines Kreises‘‘ erschienene Abhandlung des Herrn H. A. Schwarz zukam, in 
der der Verfasser, unter Anwendung derselben, oben erwähnten Ausdrucks- 
form für «, ebenfalls einen Beweis des zu Anfange aufgestellten Satzes ge- 
liefert hat. Da im Uebrigen meine Untersuchung, sowohl durch den Gang 
des Beweises als durch die angewandten Methoden, sich wesentlich von der- 
jienigen des-Herrn Schwarz unterscheidet, so habe ich ihre Veröffentlichung 


nicht für überflüssig gehalten. 
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7 


In einer Ebene sei ein Kreis vom Ra- y 
dius R gegeben (s. d. Figur). Den Mittelpunkt Br . 
0 desselben nehme man zum Anfangspunkte Di \® 
eines rechtwinkligen Coordinatensystems und / N Äay’ 
wähle die Axen X, Y so. dass die Richtung | / | 
der wachsenden Abscissen die Richtung der N x 
wachsenden Ordinaten zur Linken hat. Mit \ 


x, y bezeichne man die rechtwinkligen Coor- 


De 
u 


dinaten irgend eines Punktes P der Ebene, 
bezogen aul das System X, Y; mit r, £ die 
Polarcoordinaten desselben Punktes, bezogen auf den Punkt 0 als Pol und 
die X-Axe als Polaraxe. Der Winkel / werde wachsend gezählt bei einer 
Drehung des Radius vectors r von der A-Axe durch den ersten Quadranten 
zur Y-Axe. Einen beliebig gewählten Punkt 0’ der Kreisperipherie, dessen 
reehtwinklige Coordinaten a, b, dessen Polarcoordinaten R, «© seien. nehme 
man zum Anfangspunkte eines neuen rechtwinkligen Coordinatensystems X, 
Y'. Die Y’'-Axe soll durch den Punkt O0 gehen, und 0’0 soll die Richtung 
der wachsenden Ordinaten sein. Die A'-Axe wird dann im Punkte 0' Tan- 
sente zum Kreise sein, und die Richtung der wachsenden Abseissen soll die 
schon fixirte Richtung der wachsenden Ordinaten zur Rechten haben. Mit 
x, y bezeichne man die Coordinaten des Punktes P in Bezug auf das neue 
System, mit o, 7 die Polarcoordinaten desselben Punktes. bezogen auf ein 
Polarcoordinatensystem, dessen Pol der Punkt 0’, dessen Polaraxe die X'-Axe 
ist. Der Winkel 7 werde wachsend gezählt bei einer Drehung des Radius 
vectors o von der X'-Axe durch den ersten Quadranien zur Y'-Axe. Man 
hat dann zwischen den vier, dem Punkte P zukommenden Paaren von Co- 
ordinaten die folgenden Beziehungen: 
z=rcost, 2=a+sine.e—cosa.y, x = 0c08t, 
y=rsint, y=b—cosa.X—sina.y, y=esinr. 
Nach diesen Festsetzungen betrachte man zwei Funclionen » und ® 
der Coordinaten r, f, definirt durch die Gleichungen: 
1 ne 0 FORTE (R’—r’)dp 
\“ 2m / \P) R’—2Rr eos(i—y)-+r? ’ 


yl-ı 





(1.) 


2Rr sin (t—gy)dop 


\ | Y I+r ' 
m — — / JE: m: Ten — . 
en . fs. R’—2Rr cos (t—p) —+-r”’ 
\ y=l—ı 2 i 
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unter folgenden Voraussetzungen. Die Coordinaten r, f sollen einem Punkte 
P im Innern der Kreisfläche angehören, d.h. r ist kleiner als R vorausge- 
selzi. Das Symbol f{y) soll eine reelle, mit der Periode 27 periodische 
Function der reellen Variable g bezeichnen, die, mit Ausnahme einer end- 
lichen Anzahl p von Unstetigkeitsstellen in jedem Intervalle g bis g-+- 2a, 


einwerlhig und stetig ist, und deren Verhalten für die, durch die Congruenzen 
Y c,(mod2n), = c(mod?!n), ...,9 c,(mod2a 


festgelegten Unsteligkeitsstellen characterisirt sei durch die Gleichungen: 


f(+0)-fla-0)=h, flo+0)-floO)=b, ..., flc,+0)-fle,—O)=h,, 
wobei A, Ra» .... A, irgend welche reelle endliche Constante bezeichnen. Im 


Uebrigen sind der Function f(p) keinerlei Bedingungen aufgelegt, sie kann 
beliebig oft durch Null gehen, sie kann beliebig oft vom Wachsen zum Ab- 
nehmen übergehen oder umgekehrt, sie kann graphisch willkürlich angenommen 
werden. Unter / ist eine willkürliche reelle Constante verstanden; welchen 
Werth man dem / auch beilegen mag, die Werthe von « und © werden da- 
durch nicht beeinflusst, da die unter den Integralzeichen vorkommenden Functio- 
nen von y sämmtlich periodisch sind mit der Periode 2n. 

In Folge der Bedingung r<ZR besitzen die unter den Integralzeichen 
stehenden Funetionen für jeden Werth von g einen bestimmten endlichen 
Werth. Da sie ausserdem, als Functionen von x, y betrachtet, innerhalb der 
Kreisfläche einwerlhig und stetig sind, auch die Grenzen der Integrale end- 
liche Grössen sind. so folgt zunächst, dass # und ©» zwei, innerhalb der Kreis- 
lläche, bis in jede endliche Nähe zum Rande, einwerthige und stetige Functio- 
nen des Ortes oder Punktes x, y sind. Da ferner auch die ersten, nach x 
und 4 genommenen Differentialquotienten der unter den Integralzeichen vor- 
kommenden Functionen innerhalb der Kreisfläche einwerthig und stetig sind. 
so kann man die ersten Differentialquotienten von « und e nach x und y durch 
Dilferentiation unter dem Integralzeichen bilden. und erhält dann, wenn man 


zur Abkürzung setzt: 


V= R'—R2Rrcos(t-y)+r = R—2Rzcosy— 2Rysinpg+a’+y', 


N, =2R|(R-+2°—y‘)cosy-+Raysing—2Re). 


N = 2R|(R— + y)sing-+R2rycosy—?2Ry). 
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ou 1 b ran PETER ov 1 u . 2 
er Pi; m 7. F ip): dp. 


In oa 27 
G E.- T G { TI 
ou | er I rrı E N, OÖ ” 1 e { T \ 
—— — p)—dp, -— —— p)—dy. 
oy In. 4 N: 4 oy an N\4 N: 
y I—n 2 y { r 


Die ersten Derivirten von # und © nach x und y sind also im Innern der 


Kreisfläche ebenfalls allenthalben einwerlhig und stetig, und da zudem zwischen 

) ; ou c0ov ou or ’ u Au 

ihnen die Relationen: — = —. — = — — : bestehen. so zeiet sich v»+ei als 
OT oOy { Y OT 


eine Funelion der complexen Variable « - yi, die mit ihren sämmtlichen De- 
rivirten von angebbarer Ordnung innerhalb des Kreises allenthalben einwerthig 
und stetig ist. Es ist damit zunächst bewiesen, dass der Ausdruck #, wenn 
man die Bewegung des Punktes P auf die Kreisfläche mit dem Radius R be- 
schränkt, eine reelle Function der Coordinaten x, y darstellt, die mit ihren 
sämmtlichen Derivirten von angebbarer Ordnung im Innern der Fläche. d.h. 
bis in jede endliche Nähe zum Rande, allenthalben einwerthig und stetig ist. 
ou oO u 


und deren zweite Derivirte der Gleichune ——- + — — (0 senügen. 
>! oy 


‘) 


Es soll jetzt weiter untersucht werden. wie der Ausdruck « sich ver- 
hält, wenn der Punkt ? dem Rande der Kreisfläche näher und näher rückt: 
ob dann der Werth von « sich einer festen Grenze nähert, oder ob etwas 
davon Verschiedenes stattfindet. Zu dem Ende könnte man untersuchen. was 
aus dem Integrale « wird. wenn bei constant bleibendem Z die Variable r 
sich wachsend dem Werthe A nähert. Es würde dies dem Falle entsprechen, 
wo der Punkt P sich einem festen Punkte 0° der Peripherie in der Richtung 
des Radius 00’ nähert. Das Resultat könnte unter Umständen ein anderes 
werden, wenn der Punkt ? sich dem Punkte 0’ in einer von O0’ verschiedenen 
Richtung näherte. Um also gleich den allgemeinsten Fall zu untersuchen, 
wo der Punkt P in einer beliebig angenommenen Richtung zum Punkte O' 
seht, indem nur auf diese Weise der Charakter der Function x für den Rand- 
punkt 0’ klar erkannt werden kann, führe man in dem Ausdrucke a an Stelle 
von r und # die Coordinaten o und 7, von dem Punkte O0’ als Pol aus. ein. 
Durch passende Wahl von 7 zwischen O0 und 7, die Grenzen selbst ausge- 
schlossen. kann man dann für das Heranrücken des Punktes P zum Punkte 
0" jede zulässige Richtung fixiren, und das: Heranrücken selbst wird bewirkt, 
indem man das immer positive o unter jede Grenze sinken lässt. 
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Zunächst geht nun der Ausdruck « durch Einführung von o und r über in: 


7 | a RER (2Rosint — 0’) dp 

u 2n J | \P) BR -EResinr][1-008(@-a)]+2Rocossainp-a);e' 
Setzt man dann, da der Werth von « von dem Werihe der Constante / un- 
abhängig ist, /=«, und zerlegt das Integral zwischen den Grenzen @—n 
und «+7: in zwei neue Integrale a und a'’, von denen das erste die Grenzen 
e—rı und «@, das zweite die Grenzen @ und @+n besitzt, führt ferner in 
dem Integrale «#’ eine neue Integrationsvariable y, ein durch die Substitution 
Y=@—1Y,, ebenso in dem Integrale a eine neue Integrationsvariable %, 
durch die Substitulion 9=«@-+g,, so erhält man schliesslich, wenn man in 


den Endresultaten bei %,, 9, einfach die Indices unterdrückt und zur Ab- 


0 








kürzung 77x selal: 
— U) _ıL,.,0) 
! U,ı + U, ® U, b) 
Wi, = ap) a nn — ——, 
3 Alias en. \ R (2— 2x sınr) (1— 608g ) — 2zcostsing-+x% ’ 
| (2) | rk 4 \ (2zsint—z')dg 
U. — 5, TP) Oo Denn e. —.. 
nn en. n z (2 —2zsinT)(1— C0sp) + 2x2costsinp-+x 


Mag nun die Function f(y) für = « eine Unterbrechung der Stetig- 
keit erleiden oder nicht, immer lässt sich eine positive Zahl 2,7 kleiner als 


ar 


—_ angeben, so dass in den beiden Intervallen von = «@—2y bis = «—0 
und von g=a+0 bis = «a+2y die Function f(Y) stetig ist. Zerlegt man 
dann ein jedes der beiden Integrale x’ und x’ in zwei neue. von denen 
das erste die Grenzen O0 und 2y, das zweite die Grenzen 2y und besitzt, 


setzt ferner zur Abkürzung: 


2xsınt —x’ 











2 (2 —Rasint)(1 — cosp) — 2%cosTsin +’ 
Be 2xsint — x 
nn 2 — 2x sınr) 1— cosy)-+2xcostsing 4x” 
I\ / FT 


e& 9, Pr 
Y dp = Jı(y,%, T), > / Yıdp = Jı(y,%, 7), 
x 2 


/ 
22y x %7 FR 
3 F O0; dy I: 7 7,1), 2 / Q:dy j J: 7 2, U). 
m 2y 


und berücksichtigt, dass die Grössen Q, und Q, ihr Zeichen nicht wechseln, 
wie auch Y, #2 und 7 variiren mögen, indem die Nenner dieser Ausdrücke 


in der Form 








— 
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2 — 2zsint)(1—cosp) +27 costsinp-+z 


f . (p ( ! [ ‘ 2 a T 

2 cos 7 sin“ +zcos 4 | | | 2 sint—z)sin 
enthalten sind, ihr gemeinsamer Zähler 27sinz —z° dagegen für jeden Punkt 
P im Innern der Kreisfläche positiv ist und erst auf der Peripherie den Werth 
Null erhält. so folet. indem man bekannte Sätze aus der Theorie der be- 


stimmten Integrale anwendet, 


£ ir = a y,x,2)f(l@a—-R60,y)+ : J‚y,%,T)M,. 
9.) | ' | 
u”) . J,(y, 2, T)fl[a+20,y)-+ - J,(y, 2, T)M,, 
wobei #,.6, zwei reelle Zahlen bezeichnen, die den Bedingungen 0° 9, 1. 
091 genügen, M. M, zwei reelle Zahlen, die den Bedingungen 
KM —=G, KM; @G unterworfen sind, wenn K den kleinsten, @ den 


.. P 


grössten unler all den Werthen bedeutet, die f{y) überhaupt annehmen kann. 
Und man mag noch bemerken. obschon dies dureh die Bezeichnung nicht her- 
vorgehoben wurde, dass bei festangenommenem « die Werthe der Zahlen 
d,. 6,. M,. M, von den drei Grössen y, #, r abhängen, dass aber bei jeder 
zulässigen Wahl von y, z, r die eben aufgestellten Grenzen für die 9 und 
M unveränderlich bewahrt bleiben. 


3. 

Zur Untersuchung der vier Functionen J,. Jı. J. Js übergehend, kann 
man zunächst bemerken. dass die beiden letzten sich leicht auf die beiden 
ersten zurückführen lassen. Denn da 0, in Q, übergeht, wenn man in dem 
Ausdrucke für 0, statt 7 die Grösse m—r einführt. so hat man dem ent- 


sprechend auch 





6.) Ay,srm)=4y, nt, hy r)=J(Yy%, rt). 

Man führe nun in den Integralen J, und J;, an Stelle von y eine neue 

N 

d() 

h ci ee | Y ' l 2, 
Integrationsvariable S ein durch die Gleichungen s= — tg. ds = ent 

> ’ 4 ce HK e- 1 
cos? ( / \ 
\ 2 J 


indem man berücksichtliel. dass 


‚9 . In 1 f \ 
xsint— 2 )d\ 5) 
l STE - 
IQ,dopo = - Ä LESS | | Rn 
y 0, f i . . an r p s { ( ’ ‘ YG 
(4—42sin T+x”)sin’ —- — 4x costsin——- c08 — +#°C08 
2sint— x) d: 
(4 4zsint + a’)&”- u 4cosrt& 5 
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und dass bei dieser Transformation den Werthen 9=0 bis 9=2y die Werthe 


u u tang y y m i ‘ . u tano » 
= 0 Bi = Ta den Werthen = 2y bis = die Werthe &= — 





4 
bis S= oo entsprechen. Es wird dann 


tano Y 








] a » / * (2 sı INT — x) dE 
. m Ei 23 Be 
| 1557) ’ TR om ne MaN)E—Acost£+1? 


I . au (2sint—x)d& 
A . - - 
4,70 3 SE a — ns 


[I 


(4 —4xsint ’)E’ —4cost£t1 
nn: A ug: f 
PA 


u 


und da das unbestimmte Integral der hinter den Integralzeichen stehenden 


Function von S dargestellt wird durch 


4 — 4asınr + z°)E- -2cost 
arctang | =, = ı -Const., 


2sntr—% 





i . . a tang 
so folgt schliesslich, wenn man zur Abkürzung —-t- -» setzt. und berück- 


sichtigt,. dass die Grössen 2sinz—z und 4 --4zsinz -+-z' immer posiliv sind. 








(4— 4xsınt+z )n—2cost] | 2 cost 
J(y,%,T) = areig| ———— ——— —— [-rarcig —— ., 
uhr 57 2sınt —ıX 2sint—x . 
9) (4—4 2 
r \ st ( xs snT+%) - 2cost 
rn /> > I } — > arc ig | ie = T p 
\ ie - ie 2sın % 





Unter arctge, bei reellem Argumente «, ist hier und im Folgenden immer 


’ . . . . . sT zT . 
derjenige einzige bestimmte, zwischen —-, und +-,- enthaltene Werth ver- 
standen, der entsteht, wenn man d arclang x = (1-+-.r”)"" dr auf direclem Wege 
zwischen den Grenzen O und « integrirt. Für ein positives « und ein eben- 


falls positives 7 gelten dann die Formeln: 


to " _arclie ırete rcte? —aı te( u 
arc ( Ü — nn CO ( —, ‘ Ü (64 a . ( y — 6 air 0 EEE 
N " Allein Er gen. er ( 0 e\1+aß 


von denen die zweite auch für negatives 5 noch gültig bleibt. wenn nur 
I--aP VO ist. 

Man nehme nun den Punkt P in dem, durch die Grösse r fixirten 
Strahle so nahe zum Punkte 0’ liegend an, dass, wie klein auch 7 ge- 
wählt sei, < kleiner als tgy sei. Dann ist, weil tgy <1, auch z<Z1. 
zn <_1. dagegen » > 1. Unter dieser Voraussetzung ist der Ausdruck 


(4—4zsinı +72 )n—2cosr für jeden Werth von 7 positiv, denn der kleinste Werth, 


den er bei variablem 7 überhaupt annehmen kann, ist (4+2°)»—2y1+4zn', 
und dieser Minimumwerth ist positiv, weil (4+2')'n -A(1+4z'n') = (16-87°+z*)n 4 


für z<Z1 und » >1 immer positiv ist. Man hat also stets 
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« 


T |. <SINnT X | 
in BESTE — = — I. 
4- 4xsinT A )N- 2 cosT 


Au 


da. arcig | ———— er 
, 2sınrt—x% 


7T 


Bezeichnet ferner 7’ einen zulässigen Werth für 7, der zwischen O0 und 


A 


liegt, so hat man 











' r 2er ° st 2sınr u‘ 
arcigl — —-—— | = — —arcig . tr 
SL 2sın r' BE 4 2 b 2 eost' 
t [ 2sinr'- = Peer | zcosT' 
arcto -I = arctiel- -I—arcte | ——— |, 
SL 2ecost! _ OL cost "LE xsinTt' 


und durch Subtraction der zweiten Gleichung von der ersten ergiebt sich 


\ cost st ki cost! 
(b. ee reg a T > 
2snt'— “ “ ASINnT 


Man erkennt nun leicht, dass diese letzte Formel noch richtig bleibt. wenn 


! 


7T A \ 3 . 4 2 
’ — — wird. und auch noch. wenn man an Stelle von r' die Grösse a —ı 


=, 
schreibt. Die Formel (b.) gilt demnach wie (a.) für jeden zulässigen Werth 


des Winkels 7 zwischen O0 und z. PBerücksichtiet man noch. dass 


[- 2sSmTr —x ] ” %*cost sint— xncost 
arctg — — arctg | ——— | = arclg| ———— - I. 
RE a -42sın T+#")n—2cost PO L2— xsinT- L(R—zsinT)n — cost 


T- & 





und dass #» durch tgy ersetzt werden kann, so folgt aus den Gleichungen (8. 


' | ın(T 
J(y,%,rT) = ı-ı —aretg | — ud mt 2 |, 
PET, <NCOSY - -cos(T Y)- 


ia ] | ZSINT —“ | 
I(v,x,T) = mei . 
ai A .(4—4ssint H#)n — cost 


und hieraus weiter, indem man 7 durch = —r ersetzt und die Gleichungen 


beachtet, 





sın(rT-+y) ' 
\).7; z,T) = t—arcig ze nen <]» 
er ‚Tin <NCOSY- er Dr 
10 { E 
( a 


J. y u areto | 2ZsinT- | 
\ b) BG 2 « N y 
/ ° L(4—4xsint-+2°)n- er pe 


Einfache Betrachtungen, wie sie in der Theorie der Maxima und Minima 


vorkommen, zeigen nun, dass der Werth des Ausdruckes 


N sın d 
DE a N 
Der Inc 087 4 e 080 ; 
u . er l z Dui y . 
wenn 6, y, n reelle Grössen bezeichnen, und 0 <y- pp n> I ist. immer 


’ | u. . . h . 
zwischen den Grenzen — >, und nz liegt. Ebenso leicht ergiebt sich, dass 
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ın Folge der vorher über die Lage des Punktes P getroffenen Bestimmungen. 


die Differenz 
2 | 2sint v4 | 
n (4— Axsint + #”)n — 2cosT. 


für jeden zulässigen Werth von 7 zwischen O und 7 positiv ist. Berück- 





sichligt man dann noch, dass für jedes reelle positive « der Werth von 
arclge (+) zwischen —«@ und +e liegt, so ergeben sich aus den Gleichungen 
9.) und (10.) die Relationen: 


l Er Ef .M a 
\n—-T-— <J(Y%,T) <n—t—, 0<J ST) <-—, 
f | n n n 
11. f a 
ee ent. 
n sie n ER n 


und man erhält schliesslich, indem man unter &,. &, zwei reelle Zahlen zwischen 
1 und +1, unter &,. & zwei reelle Zahlen zwischen O und 1 versteht, die 
Grenzen selbst ausgeschlossen: 





\Jı 2 %,T)=n-1+—, J, Y%,T)=—- 
12 \ N n 
\ wo) \ je 1 Pr €, \ 2E, 
d. \/ br) L, I ) — Tr nn . J; 7/5 Mi T ) — ® 
4. 


Führt man die für J,. Jı. Js. 3 gefundenen Werthe in die Formeln 
(9.) ein, so folgt: 


1 & 2eE M 
(1) „ | 1 Ri + ww al 
ud = — (n Een a— 22H, y)+ ——, 
13, \ ur sc FM Tan? 
). 
v. | rt ( pa 420,9) N 
u“, = — it — G-r Y)Tr En 
Pe zı ri Rn nn ° 


unter der vorher gemachten Voraussetzung, dass 7 eine Grösse zwischen (0 


st . . “ . . n} . » . 
und bezeichnet, die so klein angenommen ist, dass die Function f(g) in 


den beiden Intervallen von 9=«e—2y bis = «e—0O und von = «+0 bis 


/ 
p=@+?2y stetig bleibt, und unter der fernern Voraussetzung. dass z<Ig; 
ist, während zur Abkürzung » für 7 geschrieben wurde. Die obigen Formeln 


w 


bleiben also richtig bei einer Verkleinerung von y von dem fixirten Werth: 


aus, wenn man nur gleichzeitig auch # so weit abnehmen lässt. dass x kleine: 


1 a 
als tgy bleibt. Setzt man nun tgy: =, so ist v > l, da try <_ 1, und deı 


Bedingung z<Ztgy wird genügt. wenn man 2 = — Selzt: es wird dann 
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. . - gT . 
n=v. Da ferner, weil y zwischen O und —- liegt, y <ig 


1 y ist, so kann man 

| 20 20 

y- ‘ Br u 0, 

6, j Rd, lg;, a. 20,7 . 2u,tg 7 v 
setzen, wobei 0=— 9, <1,. 0 = 6,<_ 1. indem die Werthe von ®,. ®, nach 
Früherem den Bedingungen 0 2.9, =1. 0.61 genügen. Bildet man 


jetzt durch Addition der A Seiten der Gleichungen (13.) die Function 


l,., 50 folgt bei passender Anordnung 
u ı = fie0)- —[f(o+ 0) — f(@—0)] 
= —,T 
Zi 
| 20 


14) en fie -0) |+ —[r(e4 >) "ea 0)| 
| 1 fr: [2% M,-+2e. M,-+ a f(e— G, = )- »f(« L 20, )| 


” 
und. nach dem oben Bemerkten, also auch für jedes grössere r. 








für v= — 
igy 
Lässt man nun, bei constant gehaltenem z, durch fortwährende ifktine Ver- 
srösserung von v die Grösse x, also auch e =#iz, stetig kleiner und kleiner 
werden „ so entspricht diesem Processe geometrisch ein unbegrenzites sleliges 
Anrücken des Punktes P gegen den Begrenzungspunkt 0’ in der, durch den 
Winkel x fixirten Richtung, und es convergirt dann, wie die letzte Formel 
unmittelbar zeigt, «,, gegen die feste Grenze 
(15.) limu,, = f(e—0)+- — [fi e+0)—f(@ —0)], 
ar 

denn man kann stets. wie klein auch eine von Null verschiedene positive 
Zahl 6 angenommen werden mag, dazu den Werth von eo so klein, oder was 
dasselbe, den Werth von » so gross annehmen, dass die Summe der Grössen. 
die auf der rechten Seite der Formel (14.) in der zweiten und dritten Zeile 
stehen, für dieses » und auch für jedes grössere v ihrem absoluten Werthe 
nach die Zahl o nicht übersteigt, einerlei, welchen von den zulässigen Werthen 
besitzt oder annimmt. 

Gehört nun zu dem Randpunkte 0’, dem im ersten Polareoordinaten- 
systeme die Coordinaten r= R, t= « zukommen, ein Werth « von f, für den 
die willkürlich angenommene Function f keine Unterbrechung der Stetigkeit 
erleidet, so ist f(@+0) = f(@—0) = f(e), und die, durch den Ausdruck x dar- 
gestellte Function der Coordinaten x, y des. Punktes P erhält dann, wenn P 


vom Innern her auf irgend eine Weise in den Punkt 0’ rückt, immer den 
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bestimmten Werth f(«). Erleidet dagegen die Function f für den Werth « 
des Argumentes eine Unterbrechung der Stetigkeit. d.h. ist « einem der früher 
fixirten p Werthe e,, ©, ..., ec, nach dem Modul 27 congruent, so zeigt die 
Formel (15.),. dass in dem Falle der Werth, den die Function # beim Ein- 
rücken des Punktes P in die Lage 0’ erhält, von der Richtung, in der das- 
selbe geschieht, abhängig ist. und zwar so, dass zu jeder bestimmten Richtung 
ein und nur ein bestimmter Werth von a gehört, der sich mit dem, die Richtung 
bestimmenden Winkel 7 in der Weise stetig ändert, dass die Aenderungen 
von # den Aenderungen von 7 proportional sind. Durch passende Wahl der 


Richtung des Einrückens kann man dann für « jeden Werth erhalten. der 


. » N \ 5 i o . st 
zwischen f(@—0) und f(@+P0) liegt, und geht man in der, durch = 


fixirten Richtung des Kreisradius gegen den Punkt 0’, so trifft man dort mit 
dem Werthe Kerot er ein. Der Punkt 0’ bildet in diesem Falle einen 
Unstetigkeitspunkt für die, durch den Ausdruck x dargestellte Function, ohne 
dass darum, wenn man sich die Werthe von « durch Ordinaten. die in den 
entsprechenden Punkten x, y senkrecht auf der Ebene des Kreises stehen. 
repräsenlirt dächte, die dadurch entstehende, über der Kreisfläche im Raume 
ausgebreitete Fläche irgendwo eine Unterbrechung ihres Zusammenhanges erlitte. 

Damit ist bewiesen, dass immer eine Function « existirt, die ausser 
den, schon am Ende von art. 1 erwähnten Eigenschaften noch weiter die be- 
sitzt. dass sie am Rande der Kreisfläche vollständig mit einer für den Rand 
r=R, t=t) willkürlich angenommenen reellen Function f(f) übereinstimmt, 
wenn nur f(/) der Bedingung, längs des Randes allenthalben einwerthig und 
stetig zu sein, unterworfen ist: dass dagegen. wenn die Function f(t) die 
Bedingung der Stetigkeit in der Weise verletzt, dass sie für einzelne Punkte 
r=R,t=6. 6» ..., €,) des Randes springt, dann die Uebereinstimmung 
nur für die von den e verschiedenen Punkte des Randes besteht. während 
in den Punkten e selbst die Function « alle nur möglichen Werthe zwischen 
den Werthen f(e—O) und f(c+0) besitzt. Im ersten Falle, wo f(t) allenthalben 
stetig vorausgeselzt wird, ist, wie Formel (14.) zeigt, die Function # für die 
sanze Kreislläche, den Rand einbegriffen, stetig: im zweiten Falle kann von 
der Stetigkeit der Function # nur die Rede sein in einem Gebiete, das aus 
der Kreisfläche entsteht, indem man die p Punkte ce durch ebensoviele Kreise. 


die diese Punkte zu Mittelpunkten haben und deren Radien endliche, im 


Uebrigen beliebig kleine Werthe besitzen, ausscheidet. 








8 
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J. 


Eine weitere Frage ist die. ob ausser der. durch den Ausdruck x dar- 
oestellten Function # nicht noch eine zweite Function, «,. existirt, die die 
bis jetzt gelundenen Eigenschaften von # ebenfalls besitzt: oder ob durch die 
erwähnten Eigenschaften die Function « eindeutie bestimmt erscheint. Die 
Existenz einer zweiten Funclion. #,. vorausgesetzt. wird dann die durch u =u—u, 
zu bezeichnende Differenz der beiden Functionen für die oanze Kreislläche. den 
Rand einbegriffen. eine einwerthige und stetige Funelion des Ortes oder Punktes 


r, y sein, die am Rande allenthalben den Werth Null besitzt. In welcher 
Richtune also auch der Punkt P in einen Randpunkt 0° einrücken mag, der 
zugehörige Werth von « wird stets eeven Null convereiren. Damit ist aus- 
drücklich festgesetzt, dass für den Fall, wo die Function #» am Rande Un- 
stetigkeilspunkte €,, €. .... €, besitzt, die Funclion «, für diese Punkte in 
oleicher Weise unstelig werden soll wie die Function «. Was ferner die 
Derivirlen von u betriffi,. so werden jedenfalls die ersten und zweiten De- 
rivirten von 1. im Innern der Kreisfläche, d.h. bis in jede endliche Nähe 


zum Rande, einwerthig und stetig sein, und die nach x und y genommenen 


on a ou, ou 2 
zweiten Derivirten der Gleichung -+—-5=0 genügen. 
OL Oy u : 


Eine Function « mit diesen Eigenschaften kann aber, wie jetzt gezeigt 
werden soll, für keinen Punkt im Innern der Kreisfläche einen von Null ver- 
schiedenen Werth besitzen. Das Gegentheil angenommen, sei P, ein Punkt 
im Innern der Kreislläche, für den die Function « einen von Null verschie- 
denen Werth M, besitze, Mit M’ bezeichne man den absoluten Werth von 
M,, mit M” eine von Null verschiedene fest anzunehmende positive Zahl, die 
um eine endliche Grösse kleiner als M’ sei. Da nach der Voraussetzung der 
Werth von «u durch stelige Aenderung stets gegen Null convergirt, wenn 


w) 


der Punkt P sich in irgend einer Richtung gegen einen Punkt des Randes 
bewegt, so werden die Punkte der Kreislläche, für die der absolute Werth 
von .ı grösser oder gleich MT ist, alle in angebbarer endlicher Entfernung 
vom Rande liegen. Man kann also um den Mittelpunkt O0 einen zweiten, 
dem ersten concentrischen Kreis ziehen. dessen Radius R, um eine endliche 
Grösse kleiner ist als R, und der die genannten Punkte sämmtlich einschliesst. 
so dass in keinem Punkte auf der Peripherie dieses Kreises der absolute 


Werth von u die Zahl M” übersteigt. 
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Setzt man dann 


af TER- 
v= / e: dx 2 dy). 


0,0 





und beschränkt die Bewegung des variablen Punktes x, y auf diese kleinere 
Kreislläche F’. ohne den. mit K’ zu bezeichnenden Rand derselben auszu- 
schliessen, so ist «vi in der Fläche F’, den Rand einbegriffen, eine allent- 
halben einwerthige und stetige Function der complexen Variable 3= 2+yi, 
die bis in jede Nähe zum Rande und auch noch auf dem Rande K’ selbst 


einwerthige und stetige Derivirte besitzt. In Folge dessen hat das Integral 


“n n ® 
1 E (u+vi)dz 
ni. o—z 


4 
ausgedehnt in positiver Richtung durch die Begrenzung K’ von F’ immer 
einen bestimmten Werth, wenn nur der Punkt x’, y' der Ebene, für den 3 
den Werth z’ hat, nicht auf K’ selbst liegt. Und zwar ist der Werth dieses 
Integrals beständig Null, wenn der Punkt x’, y’ ausserhalb F’ liegt, während 
für einen Punkt x’, y’ im Innern von F’ der Werth des Integrals mit dem 
Werthe übereinstimmt, den die Function «+»? in diesem Punkte besitzt. 
Bezeichnet man nun die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes P, 

mit &,. %, die Polarcoordinaten mit r,, f,. und den zugehörigen Werth von 
3 mit z2,. so wird jedenfalls r, um eine endliche Grösse kleiner sein als R,. 
weil der Punkt P, im Innern der Fläche F’, in endlicher Entfernung vom 

’ 
Rande K’ liegt. Der Punkt x,. y, dagegen, für den z den Werth z, = —i e 

i 
besitzt, wird dann nothwendig ausserhalb F’ liegen. Bezeichnet man noch 
den Werth, den die Function » im Punkte P, besitzt, durch N,. während 
der Werth der Function « in diesem Punkte schon vorher durch M, bezeichnet 
wurde, so folgt, wenn man in dem letzten Integrale an Stelle von z’ einmal 
z,. das andere Mal z, einführt: 


/ » | + (u --vi)ds 1 + (u4-vi)dz 
(L.) M, + N, == / ha Wi ins i II. | (0 BEE f PT e ya : 


*) . ’ \ ‘ = -_ - 
an ri n-—- 2, 





“TTV. 


K’ i K' ! 
Trennt man in diesen beiden Gleichungen die reellen Theile von den rein 
imaginären, nachdem man für z,,. & ihre Ausdrücke durch Polarcoordinaten 
eingeführt, und z durch R,e", dz durch R,e''idy ersetzt hat. so folgt weiter, 


indem man den Ausdruck R—?2R;,r,cos(,—y +r, zur Abkürzung mit ( 


bezeichnet: 








Prym, zur Integration einer Differentialgleichung. 355 


a 1 tr dp 2 . 
Fr) u= = an IR, —Rır,cos(h—gy)]—r[Rır,sin(,—y)]}, 


ri = / T tufRır,sin 4-Y))+r[Ri—Rırcos(h—g)]}, 





an) ( 
1 a Fe ’ ö t . 
11°.) A ytuln- Rır,cos(h—Yy)]—r[R,r,sin(h—gy)]}, 
z b \ p una l m "dep ] [ ” 2 f \ I f 2 > . » t 
(11°. = 2 ra Rırsin(,—Yy)]+r[r —Rır,cos(t,—gy)]!\. 


In 
Mit Hülfe dieser Gleichungen kann man die Werthe M, und N, der Functionen 
ı: und v für den Punkt P, ausdrücken durch die Werthe allein. die die 
Function « auf der Integrationscurve ÄK’ besitzt. Subtrahirt man nämlich die 
Gleichung (11*.) von (1“.) und addirt die Gleichung (1I”.) zu (1), berücksichtigt 
auch, dass die Function » im Kreismiltelpunkte O0, O den Werth Null besitzt. 
so zerstören sich die Terme unter den Integralzeichen, in denen v» vorkommt, 
und man erhält schliesslich: 


u(R) —ri)dp V l / ' Ruk,rsin(t —g)dg 
| E N, = ‚ SIn 
h 





l / 
M = rar 1 Ir Sua y garen ware 
An. Ri—2R,r, cos(t —g)-+r, An. —2R,r,cos(, —g)-+r' 


_7I —ıı 


127 


Die erste dieser beiden Gleichungen zeigt, dass zwischen dem Werthe 
M,, den die Function « im Punkte P, besitzt, und den Werthen von 4 am 
Rande K’ von F’ ein bestimmter Zusammenhang besteht. Aus dieser Glei- 
chung sollen jetzt weitere Schlüsse gezogen werden. Da den früher ge- 
troffenen Anordnungen gemäss der absolute Werth von « in keinem Punkte 
der Integrationscurve K’ die positive Zahl M” übersteigt. auch der Factor, 
mit dem « unter dem Integralzeichen auf der rechten Seite der in Rede 
stehenden Gleichung multiplieirt erscheint, während der Integration sein Vor- 
zeichen nicht ändert, sondern, da r, <A, ist, stets positiv bleibt, so folgt 
aus der obigen Gleichung, unter Anwendung eines Salzes von (auchy, 


M'' z r (RT L r,)dp en r y Eon m" F 1 - ( R° r? q dg 
en. ki ’ eh,r, “ (t, m. ) 5% z Fe 2 - hr T 2R, r cos(t 4 ) 7 £ 


T 





— [TI 
und hieraus endlich, nach Ausführung des bestimmten Integrals: 


U" <HEH". 


Dieses letzte Resultat steht aber im Widerspruche mit Früherm, wo- 
nach die positive Zahl M” endlich kleiner als der absolute Werth M’ von 


M, gewählt war, unter der einzigen Voraussetzung, dass der Werth M,. den 


die Function « im Punkte P, besitzt. von Nuli verschieden sei. Die einander 
45 * 
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widersprechenden Ergebnisse, zu denen diese Voraussetzung geführt hat, be- 
weisen ihre Uprichtigkeit und damit zugleich die Unhaltbarkeit der ursprüng- 
lichen Annahme, dass die Function « für irgend einen Punkt P im Innern 
der Kreisfläche,. deren Radius R, einen von Null verschiedenen Werth besitze. 
Die Function « hat also für jeden innern. in endlicher Entfernung vom Rande 
gelegenen Punkt der Kreisfläche den Werth Null; da sie ausserdem für die 
ganze Kreislläche, den Rand einbegriffen, einwerthig und stetig ist, und ihr 
Werth beim Uebergange vom Innern zum Rande stets gegen Null convergirt. 
so ist sie für alle Punkte der Kreisfläche und des Randes Null. Aus «= 0 
folgt aber «=», d.h. die Function «, ist mit der Function « identisch. und 
es exislirt demnach nur eine Function #, die die früher angegebenen Eigen- 
schaften besitzt. Damit ist der im Anfange dieser Arbeit genannte Salz in 


allen seinen Theilen bewiesen. 


6. 


Für alle Punkte P im Innern der Kreisfläche kann der Ausdruck für 


. . 7 » . . ° 

a in eine nach steigenden Poltenzen von . fortschreitende Reihe entwickelt 
[) 
werden. Man hat nämlich 
R’—r‘ r r” r? 

ET >, ee A 2 et Ba tr Ba a ER PFR B EZ ha Ba 0 4 AFP AI ; a 772 2 nr wI 
1 — Ä — —= 1+—cos(t-p)+ 0082 (t-p)+—cos3(t—y)+-. 
*“ R'— 2Rrcos(t— y)+r" 2 TR a; R’ Tg EN 


gültig für jedes r, dessen Werth kleiner als die Zahl AR. Multiplieirt man linke 
und rechte Seite dieser Gleichung mit 3 fiy)dy und integrirt nach p zwischen 
den Grenzen —rı und +77, so folgt, indem man, was hier erlaubt ist, auf der 
rechten Seite die Aufeinanderfolge der Operationen der Summation und Inte- 
sralion ändert: 
1 a (R’—r’)dp 
ne. u) a2 R’—IR a 


1 Pl nn N l . U . \ 
geh  — ‚p)eosn(t—y)dy. 
In. \ f, f Buroe R" LT. p, \ f, f 


Den Werth, den die zu unterst stehende Reihe für einen Punkt / mit den Co- 
ordinalten r, £ im Innern des Kreises besitzt, bezeichne man durch $S,,, den 
Werth der Funelion a in demselben Punkte durch «,,. Für jeden innern, 


in endlicher Entfernung vom Rande gelegenen Punkt der Kreisfläche ist dann 


ME 
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Die in der untern Zeile stehende Reihe geht, wenn man r wachsend 


gleich ft werden lässt, der Form nach über in die Fowriersche Reihe 


a EEE 
ul fipy)dy+ 2 ne: fiy)eosn t—y)dy. 


we. — 71 
Convergirt nun diese Fouriersche Reihe für einen Werth f der Variable t£, 
und bezeichnet man ihren Werth für dieses ? durch $,., so ist. wie Abel und 


Dirichlet bewiesen, 8, zugleich die Grenze. gegen die der Werth 8, , der 


’ . . e . * . r 
frühern. nach steiveenden Potenzen von 7 fortschreitenden Reihe ohne Unter- 
N) 
> 


brechung der Steligkeit convergirt, wenn r stetig gegen PR convergirt. Dieser 


Werth S, kann dann aber nicht von dem Werthe pri 5 2 ver- 
schieden sein, gegen den, nach art. 4, die Function «,,. eonvergirl, wenn bei 
constant bleibendem f die Variable r gegen AR convereirt. Denn da die bei- 
den Funclionen S,, und «, ,„ für jedes r<Z#R gleichwerthig sind. und ausser- 
dem jede von ihnen für limr = R ohne Unterbrechung der Steligkeit gegen 
eine feste Grenze convergirt. so können ihre Werthe an der Grenze des 
Gebietes der Variable r, d.h. für r—= R nicht verschieden sein. 

Für die Function # sind damit zwei Ausdrucksformen aufgestellt, das 
bestimmte Integral und die unendliche Reihe, die sich, was ihr Verhalten auf 
dem Rande der Kreisfläche selbst betrifft, wesentlich unterscheiden. Die erste 
Ausdrucksform versagt auf dem Rande, d.h. für r—=R, immer, indem sie 
dort allenthalben den Werth Null liefert. Die zweite Ausdrucksform kann 
unter Umständen auch noch auf dem Rande, d.h. fürr=R, sei es allent- 
halben oder nur in einzelnen Punkten AR, E die Function « darstellen, und 
zwar wird sie diese Darstellung, wie eben bewiesen, leisten, wenn die Fourier- 
sche Reihe, in die sie für r—= R übergeht, für die betreffenden Werihe von 
E convergirt. Aber auch in dem Falle, wo die Reihe S,, für r=R noch 
convergirt, wird sie nur für die Randpunkte, in denen f(t) keine Unterbrechung 
der Stetiekeit erleidet. den Werih darstellen, den die Function « in dem 
Punkte besitzt, während für die Unstetigkeitspunkte auf dem Rande. wo fit 
springt und die Function «# unendlich viele Werthe besitzt. die Reihe, ihre 


fa +0) +fa-—0) 


Convergenz vorausgesetzl, nur den einzigen Werth ———, von all 


xp 


den Werthen der Function # liefert. der einem Einrücken in der Richluns 


des Radius AR entspricht. Alle übrigen Werthe, die « in einem solchen 


Punkte je nach den verschiedenen Richluugen des Einrückens erhalten kann. 
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werden von der Reihe S,, für r= R nicht mehr geliefert, sind also gleich- 
sam beim Uebergange vom Innern auf den Rand ausgefallen. Bei dieser, 
immer zulässigen Aullassung der Fourierschen Reihe, wonach sie lediglich als 
Grenzlorm einer Reihe S,,, die für die Kreisfläche bis in jede endliche Nähe 
zum Rande eine Funclion « darstellt, erscheint, aber als Grenzform, die einem 
Anrücken vom Innern gegen den Rand in der Richtung des Kreisradius ent- 
spricht, erklärt sich ihr Verhalten für die Punkte #, wo die Function fit 
springt, auf natürliche Weise aus dem Verhalten der Function » für die ent- 


sprechenden Randpunkte A, t. 


T. 

Um den Mittelpunkt O des Kreises, dessen Radius AR, beschreibe man 
einen zweiten, dem gegebenen concentrischen Kreis mit einem Radius A’<R. 
Die Fläche des ersten Kreises bezeichne man mit F, die des zweiten mil 
F': entsprechend die Peripherien der beiden Kreise durch K und K’ resp. 
Unter # werde dieselbe Function wie vorher verstanden. Dieselbe ist ein- 
deutig bestimmt, sobald die Function f(y)., die in art. 1 ausführlicher charak- 
terisirit wurde. gegeben vorliegt, und mit Rücksicht darauf möge zur Ab- 
kürzung gesagt werden, eine Function a correspondire mit einer gegebenen 


kw) 


Function fig). Unter diesen Vorausselzungen betrachte man das Integral 


ISO 


ausgedehnt über die Fläche F' Da die Derivirten von a bis in jede end- 
liche Nähe zum Rande K der ursprünglichen Kreislläche einwerthig und stetig 
sind, so sind sie es jedenfalls in F’ und auch noch auf der Begrenzung K’ 
von F'. Es besitzt also das obige Integral einen endlichen, positiven Werth. 
der sich. wie bekannt, auch ausdrückt durch das einfache Integral 


2 ‘+ do 
- Fi u „de oder / u—— ds, 
| F ds 


erstreckt in positiver Richtung über die Begrenzung K’ von F’, wenn ds ein 
Elemen! dieser Begrenzung, p die nach Innen gerichtete Normale bezeichnel. 
l.ässt man nun durch successive Vergrösserung von R' die Fläche F’ gegen 
F convergiren. so können in Bezug auf den Werth U. des obigen Doppel- 


inteerals zwei Fälle eintreten: entweder wächst U,. über alle Grenzen. oder 


es convergirl U,. gegen einen festen Grenzwerth @ Im erstern Falle hat 


ee) 











m. 
.- 
< 

m 
| 
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das Integral U, keine Bedeutung mehr, im zweiten Falle ist sein Werth @. 
Dass der erste Fall immer eintritt, wenn die Function f(g), mit der die Function 
„ correspondirt, für einzelne Werthe e des Argumentes springt, soll zunächs! 
bewiesen werden. Die folgende Untersuchung liefert diesen Beweis in all- 
gemeinerer Form, und bildet so gleichsam eine Ergänzung zu dem art. 17 
der Riemannschen Dissertation, indem sie zeigt, dass eine sammt ihren erslen 
Derivirten einwerlhige und stelige Function 4 von x und y sich nicht einer, 
in einem Punkte in der gleich festzusetzenden Weise unsteligen Function « 
unendlich annähern kann, ohne dass das Integral (2(4) aufhört endlich zu sein. 

Fixirt sei ein begrenztes endliches Stück T der XY-Ebene,. und in 
demselben liegend ein Punkt P. Für diese Fläche sei eine reelle Function 
« der rechtwinkligen Coordinaten x, y gegeben, die sammt ihren ersten De- 
rivirten im Innern von T bis in jede endliche Nähe zum Punkte P einwerthio 
und stetig ist, und zugleich mit ihren Derivirten diese Eigenschaften auch noch 
auf dem Rande von T besitzt. Das Verhalten der Function « im Punkte P. 
von dem aus man Polarcoordinaten r, £ einführe. sei dadurch charakterisirt, 
dass wenn man in irgend einer Richtung £ auf den Punkt P zugeht. dann 
der Werth von « ohne Unterbrechung der Stetigkeit gegen eine feste Grenze 
Gt) convergirt, die von der gewählten Richtung abhängig, sich mit Zum den 
Punkt P herum allenthalben stetig ändert. @(f) wird also eine einwerlhige, 
steige, und mit der Periode 27 periodische Function von ? sein; der Fall. 
dass @(t) für jedes £ denselben Werth besitze, sei ausgeschlossen. Was die 
Derivirten von ı. betrifft, so soll bezüglich ihrer Existenz oder ihres Ver- 
haltens im Punkte P nichts festgesetzt sein. Für eine solche Funelion «., 
behaupte ich dann, wird das Integral 


(\rouN\’ u Pu FI EIN TV 5; 
Du) - //X&) +4 oroy = Y 2) E DWELCÄRR Dont. rorct 
u Ü ® | OXL oy ) J «u om r” ver ) \ R 


wenn man es über die Fläche T ausdehnt, keinen angebbaren Werth erhalten. 
indem sein Werth, je mehr sich die Summation dem Unstetigkeitspunkte P 
nähert. um so mehr über alle Grenzen wächst. 

Um dieses zu beweisen, beschreibe man um P als Mittelpunkt einen 
Kreis mit dem Radius r,. dessen Fläche vollständig innerhalb T lieet. und 
einen zweiten. diesem concenlrischen Kreis mit einem endlich kleinern Radius 
r,. Ausserdem fixire man zwei Radiivectoren !=1, und !=t. (I $; 


die so gewählt seien. (was nach den gemachten Annahmen immer möglich). 


dass die Werthe M, und M, von «, die man erhält. indem man das eine Mal 
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in der durch f,, das zweite Mal in der durch #, bestimmten Richtung in den 


Punkt P einrückt. endlich verschieden sind. Betrachtet man dann das Inteeral 


. ndr /"rou\” 
ie = / FRE DL 

so bilden dessen Elemente einen Theil der Elemente des obigen Integrals 
2/1). und da dieses letztere nur positive Elemente besitzt, nie also Elemente 
sich gegenseitig aufheben, so wird der verlangte Beweis erbracht sein, wenn 
man zeigt, dass der Werth des Integrais W, dadurch, dass man die Zahlen 
r, und r, in passender Weise klein genug nimmt, grösser gemacht werden 
kann als eine willkürlich gegebene, beliebig gross angenommene positive Zahl. 

Die Function « ist der Annahme gemäss sammt ihren ersten Derivirten 
in dem. durch die Grenzwerlhe r,. r, und #. t, fixirten Gebiete. den Rand 
desselben einbegrilfen, eine einwerthige und stetige Function von r und f. 
Man selze «= F(r, tt), und zur Abkürzung F(r,t)=fi(r), Fir,t,)=f;(r): dann 


hat man nach den über #, und £, vorher geiroffenen Bestimmungen lim f,(r)= M,. 


7 u) 


limf,\r)= M,. Betrachtet man nun das in dem Doppelintegrale W, vor- 
7 0 h 


kommende innere, von L, bis &, zu ersireckende Integral, so bleibt bei der 
Ausführung dieser Summalion nach { die Grösse r constant, und für die Grenzen 
f, und 4, hat « die Werthe fi(r) und f;(r) resp. Unter all den Functionen 
v von f, die von t=1t, bis {=t, sammt ihrer ersten Derivirten einwerthig 
und stetig sind, und ausserdem für die Grenzen Z,. #4, die gegebenen Werthe 


fiir), f;(r) resp. besitzen, exislirt nun eine, für die das Integral 
"ı /dv\? 
— ) dt 
J (3) 


am kleinsten wird. Es ist dies die Funclion v = et+c,. wenn man die Con- 
stanten ce, ce, aus den Gleichungen fi (r) =cthi+e, &(r) =ch+c, bestimmt; 


der betreffende Werth des Integrals wird dann e’(t,—t,). Man hat also unter 


/ . 2) ao KO-hnl 
ol Zn t, = f ) 


und daher auch, weil r und dr immer posiliv sind. 


allen Umständen 


l u j1% 2 dr 
Ww.= JS Inh: 


r 


Da die beiden Functionen fi{r) und f(r) vonr=r bis r=0O stelig 


sind, und für verschwindendes r die erste den Werth M,, die zweile den 
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Werth M, erhält, so kann man jedenfalls die positive Zahl r,. ohne gegen 
frühere Voraussetzungen zu verstossen, von Null verschieden so klein an- 
nehmen, dass der Werth des Ausdruckes /f,(r’—fı{r)]. der für limr — 0 
ohne Unterbrechung der Stetigkeit gegen die feste Grenze [M,—-M, | con- 
vergirt, in dem Intervalle von r=0 bis r=r, stels grösser als }[M,—M,} 
bleibt. Unter dieser Voraussetzung über die Grösse von r, wird dann. wie 
man auch die positive Zahl r,, die kleiner als r, vorausgeselzt ist. wählen 
mag, stels 

I \ & (a | 


2 1 - 1 


W, 


sein, wobei der /z rein reell zu nehmen ist. Lässt man nun. während r, den 
[festgesetzten Werth behält, r, kleiner und kleiner werden, so kann man da- 
durch den Werth von In) ohne Aufhören grösser und grösser machen. 
und es wird folelich W,. und um so mehr .2 ıt) bei successiver Vergrösserung 


des Integrationsgebietes durch Abnahme von r, über jede angebbare positive 


Zahl herüberwachsen. 


®. 


Ganz anders stellt sich die Sache, wenn die Function f(y). mit der 
die Function # correspondirt, allenthalben stelig ist. Während. wie eben be- 
wiesen, die Vorausselzung, dass f(y) für einzelne Werthe des Argumentes 
springt, mit Nothwendigkeit das Unendlichwerden des Integrals 


/irouN oOu\?) . e 
0, = SINE HC)|ae0r 


o 
wenn man es über die Kreislläche F vom Radius #2? ausdehnt. nach sich zieht. 
können, wenn fg) allenthalben stetig ist, in Bezug auf U,. beide vorher ge- 
nannte Fälle eintreten, d.h. es kann, je nach der sonstigen Beschaffenheit von 
[(y), das Integral U, entweder endlich sein oder auch keinen angebbaren Werth 
besitzen. Die Richtigkeit der ersten Behauptung leuchtet unmittelbar ein, man 
braucht nur für « den reellen Theil einer Function von z zu wählen. die 
mit ihren ersten Derivirten in der Fläche F und auch noch auf dem Rande 
K derselben einwerlhig und stetig isl. Den Beweis für die zweite Behauptung 
liefert das folgende Beispiel. 

Die Längeneinheit wähle man so, dass der Radius A des gegebenen 


Kreises, dessen Gleichung 2 +y—Äk=0 ist, kleiner als 4} wird. In Bezug 
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auf diese Kreisfläche, den Rand einbegriffen, definire man eine Function « als 


den reellen Theil der Function 





a+ei = iy—In(R+zc-+yi 


der complexen Variable @-+yi, nachdem man zuvor diese Function für die 


Kreislläche wie folgt eindeutig bestimmt hat. Man führe vom Punkte r=—R, 
y-=-0 aus Polarcoordinaten 9, r ein durch die Gleichungen: = —R+ocosr, 


y=-osint: es kann dann durch die Bewegung des Punktes x, y auf der 


Kreislläche die Variable o alle Werthe von O0 bis 2R<1, die Variable ı 


| Bi. 1 
alle Werthe von ——. bis +5 


Fa Fu 


annehmen, während alle übrigen Werthe durch 


die Bedingung, dass der Punkt x, y nicht über den Rand der Fläche hinaus 
sehe, ausgeschlossen werden sollen. Der unter der Quadratwurzel vor- 
kommende Logarithmus werde für die Kreisfläche eindeutig bestimmt durch die 
Gleichung: — In R+x+ yi) = —Ino— ri: indem man unter /»o den bestimmten 
reellen Werth versteht, den man durch Integration von dmns=S"'ds auf 
direclem Wege zwischen den Grenzen I und o erhält. Trennt man dann in 
der Gleichung für «-+ei die reellen Theile von den rein imaginären, so folgt 
für jedes o und r, das einem Punkte der Kreisfläche angehört, indem —/no 
immer posiliv ist: 


1 “ 
+ 


/ > ' ? - EEE £ T 
= [img T'sın] a arcig|\ —— 


| [d e+T? [: - )| 
a v® = —IiINO-TT I’COSsı >» Aarcıe \ —— Mr 
BER .  \Ino /- 


wobei unter arctg mit reellem Argumente « immer derjenige Werth ver- 


Ino 
“ 


standen ist, den man durch Integration von daretanga = (1-+«')""de auf directem 
Weoe zwischen den Grenzen O und « erhält, und wobei ferner die in beiden 
Ausdrücken vorkommende vierte Wurzel stets posiliv genommen werden soll. 
Damit sind denn die beiden Functionen # und ® für die Kreisfläche,. den Rand 
einbegriffen, vollständig eindeutig bestimmt. 

Zunächst ist nun klar, dass die Function « mit ihren sämmtlichen De- 
rivirten von angebbarer Ordnung im Innern der Kreisfläche bis in jede endliche 
Nähe zum Rande einwerthig und stetig ist. und dass die zweiten Derivirten 


I) 


( 2 


' 4 . Bi - U a ? £ 

der Gleichung ‚+ —,=0 genüsen. Von den beiden Punkten: 2 = —R, 
OX oy . 7 

y=-0 und e=—R+1, y=0: um die herum die verschiedenen Zweige der 


ursprünglichen Function «+ ei in einander übergehen, liegt ja der erste aul 


dem Rande, der zweite, der Bedingung AR < 4 gemäss, vollständig ausserhalb 


des Kreises. Keiner dieser Punkte kann also vom Punkte x, y umlaufen 
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werden, da dessen Bewegung auf die Kreisfläche, den Rand einbeeriffen. be- 
schränkt wurde. Die Function # ist aber nieht nur im Innern. sondern auch 
noch auf dem Rande des Kreises allenthalben einwerthie und stetie. Für alle 
Theile des Randes. denen von Null verschiedene Werthe der Grösse o zu- 
eehören. zeigt dies die definirende Formel unmittelbar. Um das Verhalten der 
Function # für den Randpunkt o=0O zu erkennen, führe man durch die Gleichung 
ee 


> ” \lno/ 


- 
no 


in den Ausdruck für # an Stelle der Variable o eine neue Variable S ein. 


| ill 8° 
u = u 
sill € 1 j 


[= 


Es wird dann 


und da für verschwindendes o die Variable S immer gegen Null eonvereirt. 
welchen Werth auch 7 besitzen mag. ferner für verschwindendes < die Funelion 
„» ebenfalls immer oegen Null convereirt. welchen Werth auch r besitzen mase. 

folgt, dass » in dem Randpunkte o = 0 den bestimmten Werth Null be- 
sitzt. und dass demnach die Funelion « für die ganze Kreislläche,. den Rand 
einbegrillen, durchweg einwerthig und stelig ist. 


Für diese Function « bilde man jetzt das Integral 


ff (<r) | u dh rer: I rou\) a: 
—— I OEL Pe I‚(V0CVCVOOT, 
- oy’ / J YJ “ C # 0 \or R be h 


und dehne es über die Fläche F des Kreises aus. Da dieses Integral nur 
positive Elemente besitzt. so wird man das Unendlichwerden desselben be- 
wiesen haben, wenn man zeigt, dass es über einen bestimmten Theil F’ von 
F ausgedehnt schon unendlich wird. Zu dem Ende verstehe man unter z, 


eine positive Zahl, die zwischen 0 und = liegend. sowohl von OÖ wie von > 
endlich verschieden ist, unter 9, den Radiusvector des Punktes der Kreispe- 
ripherie, dem der Werth «= r, zugehört, (09, = 2Rtcosr,). unter 0, eine von 
Null verschiedene positive Zahl, die kleiner als 9, gewählt ist. Das durch 
die Radiivecloren = r,. = —r, und durch die Kreise o=o,. 0=9, be- 
srenzte Stück F’ der Ebene bildet dann einen Theil der Fläche F, wie klein 


auch o, als positive Zahl angenommen sein mag. Da ierner 
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ist. so ergiebt sich als Werth des obigen Integrals, wenn man es nur über 
den fixirten Theil F’ von F ausdehnt, und dem entsprechend seinen Werth 


9, 17 
wa Ward. / dr 
ee Tr arme: Wi. 

a EEE 


und hieraus weiter nach Ausführung der Integration, indem man zur Abkür- 


durch U,, bezeichnet: 








zune —Ino,=o, Ingo = P setzt: 


r ya’ = —- 2? [7 i 3 SE ARıLr 
N i / 


P+IPF+F, ” 


wobei die vorkommenden Quadratwurzeln sämmtlich positiv. die Logarithmen 





rein reell zu nehmen sind. Lässt man nun o, kleiner und kleiner werden. 
so wächst die posilive Zahl @ über alle Grenzen. Von den drei Theilen, aus 
denen die rechte Seite der letzten Gleichung besteht, ändert sich der dritte 
dadurch nicht, weil die positive Zahl 5 von o, unabhängig ist. der Werth 
des zweiten Theiles convergirt für unbegrenzt wachsendes @ gegen die feste 
Grenze ii, und der immer positive Werth des ersten wächst mit « zugleich 
über alle Grenzen. In Folge dessen erhält das Integral U,. für verschwin- 
dendes o, keinen angebbaren Werth, indem es über alle Grenzen wächst, und 
es wird daher um so mehr das Integral U,, da es über die ganze Kreisfläche 
auszudehnen ist, keinen angebbaren Werth erhalten. 

Damit ist bewiesen, dass selbst wenn die Function fit). mit der eine 
Funetion « am Rande übereinstimmt, alienthalben stetig ist, daraus noch lange 
nicht das Endlichsein des über die Kreisfläche auszudehnenden Integrals U, 
oeschlossen werden darf. Alle in neuerer Zeit gemachten Versuche, die Zu- 
lässigkeit des Dirichletschen Prineips zu beweisen unter der Annahme, dass 
zu einer allenthalben stetigen Randfunction f(t) auch immer ein endlicher 
Werth des Integrais U, gehöre, sind demnach als verfehlt zu betrachten, da 
sie sich auf eine falsche Voraussetzung stützen. Nirgendwo in seinen 
Schriften giebt Riemann zu einer solehen Annahme Veranlassung: das einzige 
Mal. wo er verlangt, dass von fest gegebenen Randwerlhen aus eine Function 
o ins Innere einer Fläche so stetig fortgesetzt werden soll, dass das Integral 
‘2/c) einen endlichen Werth erhält ( Dissertation, art. 19, pag. 26), stellt er 
ausdrücklich die Bedingung. dass in allen Begrenzungspunkten ein Werth ge- 
veben sei, der sich für eine unendlich kleine Orlsänderung um eine unend- 
lich kleine Grösse von derselben Ordnung ändert. 

Würzburg, 1. Mai 1871. 
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Solutions de quelques problemes relatıls aux surfaces 
du second degre. 
(Par M. H. Picquet.) 


k. Ü onstruclion de la surface du second degre determince par neuf 
points. La determination lincaire de la surface du second degre qui passe 
par neuf points a excile de tout temps la curiosile des geomelres. On connail 
de nombreuses solutions de ce probleme; je nen citerai que celle qui a ele 
donnee par M. Otto Hesse (J. de Crelle, \. XXIV). Sans doute il est leme- 
raire de travailler le möme sujet quun pareil maitre: sans vouloir porler 
atteinle au merite de cette solution. nous demanderons la permission de pre- 
senter la suivante *). 

Soient 1.2.3.4.5.6.7.8.9 les neuf points donnes, et considerons 

| 


les trois plans .2.3). (4.5.6), (7.8.9) se coupant deux a deux suivanl 


les droites A. B. C: 
AZ= (4.5.6)(7.8.9), B = (7.8.9) (1.2.3), C= (1.2.3) (4.5.6). 


Toutes les surfaces du second degre passant par les points 1.2.3.4.5.6.7 


sont coupees par un plan quelconque suivant les coniques d’un reseau ponctuel**); 


*) M. Picquet, \ieutenant du genie dans l’armde francaise, a imit@ le bel exemple 
de son ıllustre compatriote Poncelet en soccupant de geomeätrie pendant sa captivite. 
Il m’a confi ce travail pour mon Journal, et je n’hösite pas & le publier quoique le: 
constructions pour r&soudre les deux premiers problemes ieh par M. Piequet ei 
designdes par lui comme lin&aires, ne soient point de celles auxquelles ce nom con- 
vient dans le sens ordınaire. En eflet, ces deux problemes poses comme le fait 
M. Picquet n’admettent pas de construction lindaire, e. A d. telle que les moyens mis 
en usage soient Iımites au plan et & la ligne droite. Le premier probl&me est, 
comme on sait, susceptible d’une construction Iincaire, pourvu que sur une liene 
droite assujettie & la condition de passer par lun des neuf points donnds, mais quel- 
conque d’ailleurs, Von cherche le second point dans lequel elle est coupee par la sur- 
face du second ordre. Mais ce n'est pas dans ce sens que Je problöme est traitd 
par l'auteur. B. 

”#) On appelle reseau ponctuel le systeme de coniques repr&sentde en coordonndes 
ponctuelles par "equation Ac,+A,c,+A,c,=0 dans laquelle 4, 4,, 4, sont trois 
coeffivients indetermines, et c. % c, les premiers membres nd @quations de trots 
coniques. En g@n£ral Ac-+- A :O (p==4) reprösente en coordonndes ponctuelles 
un systeme Donctuel REN pP— u. reseau est un systeme ponctuel du second ordre 
(Smith. — Proceedings of the Te mathematical Soc iety, no. 14, p. 90). P: 
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el en partieulier par les plans (1.2.3) (4.5.6), suivant des coniques ayan! 
Irois poinls communs. Dans chacun de ces deux plans, comme dans un plan 
gneleonque, le reseau est delermine par trois quelconques des coniques qui 
en font partie, et il est facile de les obtenir immedialement en prenant, par 
exemple, Irois sysiemes de deux droites passant dans le premier plan par 
les poinis 1.2.3, el dans le second par les points 4.5.6. Si l’on veu! 
jue ces six systemes de deux droiles se correspondent, c'est a dire soient les 
coniques dintersection des plans (1.2.35) et (4.5.6) par trois des surfaces 
du second degre considerces, ils sont delermines, et doivent se couper deux 
a deux en deux points de la droite C, commune aux deux plans. Pour les 
obtenir, soient &,,. ©. €, el €,. C,. €, les points dintersection avec la droite 
C des cöles du triangle (1.2.3) et du triangle (4.5.6) 
s=(C,2.3),, a=(6,3.1), & > 

’ 


‚={t 
vs =(C,5.6), 6 0,6.4, = (( 
al 


“ . 


1. 
| 4.9). 
Deux svsiemes de deux droites correspondants seront alors 
(1.2, 3.c,) et (4.5, 6.c;) 
coupant le plan (7.8.9) en quatre points &,. Pi. Yı, 0; deux autres syslemes 


correspondants seront: 
(2.3, 1.c,) et (9.6, 4.c,) 


coupant le plan (7.8.9) aux points &, 2, Y>. Ö,,. et enfin deux autres seron! 
(3.1, 2.c,) et (6.4, 9.c,) 
coupant le plan (7.8.9) aux points &;, 3, 73, 9;. Les trois coniques 


u er /) mr ’ be ar .) mr P je. - > ar A s 1 
—ı —_ 0 —‘) 6.02.92.) Ua SS, =17.0.ß.73.0; 


iv 


correspondent respeclivement dans le plan (7.8.9) a ces lrois groupes, el 
döterminent chacune avec le groupe qui lui correspond, une surface du second 
degre passant par les points 1.2.3.4.5.6.7. Remarquons que nous n’avons 
encore eu A execuler que des operalions Ires-simples, savoir, faire passer un 
plan par trois points, une droite par deux points, construire la droite d’inter- 
section de deux plans, et le point diintersection de deux droiles; et les trois co- 
niques I, I). I; sont determinees dans le plan (7.8.9) chacune par eing points. 

Il est des lors evident que la conique du reseau (I,,I;,>;) qui passe 
par les points 8 et 9, laquelle s’obtient lineairement au moyen de deux des 
Irois coniques ayant qualre points communs 

8[2,..51”),. 85h. BE. 


*) Öest ä dire, la conique passant par les points 8 et les points communs aux 


/ 


. 17 7 
coniques a. P. 


2 3 








/ 
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et qui est, par exemple, la conique 
98: 3] .8[35:3,] 1”) 


est Ja conique d’intersection de la surface cherchee avec le plan (7.8.9 


Elle coupera les plans (1.2.3) et (4.5.6) respeelivement en deux couples de 
points «,., el 74.0, et les coniques 

Pr DE me "e. Pr DE De De? 
seront les coniques dinterseclion de chacun de ces deux plans avec la sur- 
face cherchee. Enfin un plan quelconque coupera les trois coniques con- 
struites de la surface en six points silues sur une meme conique, laquelle sera 


la courbe dinterseelion du plan et de la surface cherchee. 


2. Construction par points de la courbe gauche du qualtrieme degre 
qui passe par huit points. 

Cette courbe est lintersection commune de toutes les surfaces du second 
degre qui passent par les huit points. Sa construction derive immedialemen! 
de la precedente, dans laquelle on remplacera le plan (7.8.9) par un plan 
queleonque passant par la droite 7.8. Les trois coniques 

em. Sa BD 
passent par les points 7 et 8, et ont deux aulres points communs que l’on 
peut determiner lineairement et qui sont sur la courbe cherchee. En faisant 
tourner le plan variable autour de la droite 7.8 on aura ainsi tous les points 


de la courbe. 


3. Construction du huilieme point commun a toutes les surfaces du 
second degre qui passent par sept points donnes **). 
Toutes les surfaces du second degre qui passent par sept points ont un 


huitieme point commun. On peut encore dire que toutes les courbes gauches 


*) Nous avons demontr& cette construction de la conique d’un r&seau ponetuel 
passant par deux points donnes dans un travail qui sera publi@ en France aprös la 
guerre (Etude sur les systemes de coniques). P. 

*#*) Dans la situation extraordinaire, dans laquelle M. Piequet a Ecrit cette note il 
na pas pu consulter la lıtt@rature anterieure de ce probleme. Je remplis cette lacune 
en eitant l’excellent travail de M. Hesse (vol. 26 de ce Journal). La construction de 
M. Picquet repose comme celle de M. Hesse sur la construction due & M. Hesse du 
probl&me suivant: @tant donnes 6 points quelconques dans lespace et un septieme A, 
mener par le point A la corde & la cubique gauche qui passe par les 6 points donne: 


(vol. 26, p. 151). B. 
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suivant lesquelles se coupent deux quelconques de ces surfaces ont un hui- 


lieme point commun. 1 suflit des lors pour trouver ce point de consiruire 





deux de ces courbes au choix. Or une courbe gauche du quatrieme degre 
peut se composer d'une eubique gauche et d’une droite qui la renconire en 
deux points, qui en soil corde. Une cubique gauche 6tant delerminde par six 
points, on fera passer une cubique gauche par six des points donnes 1.2.3.4.5.6 
el par le seplieme 7, on menera une corde a celte cubique gauche; on sai! 
que ceite corde est unique et determinee, elle passera done par le poin! 
cherehe, puisqu’avee la ceubique (1.2.3.4.5.6) elle constitue une courbe 
gauche du quatrieme degre passant par les sept points donnes, et quil n’v a 
pas dailleurs de raison pour que le point cherche, que rien ne distingue des 
sept auires, soit sur Ja eubique (1.2.3.4.5.6) plulöt que le point 7. De 
meme, on construira la eubique (1.2.3.4.5.7) et par le point 6 on lu 
menera une corde qui coupera la premiere au point cherche. Avant d’entrer 
dans le detail de la construction. nous allons d’abord demontrer directemen! 


quen ellet ces deux droites se coupent. 


I’. Lorsqguune eubique gauche est siluee sur une surface du second 


degre, toutes les generalrices d'un systeme sont des cordes de la cubique. 


En ellet, si on considere le cöne du second degre qui a pour sommel 
un point variable de la courbe et la courbe pour base, ce cöne coupe la sur- 
face suivant la cubique et suivant une droite variable. Lorsque le sommet du 
cöne engendre la courbe, la droile engendre la surface, toules ces cordes 
sont done des generatrices d’un systeme. 

2°. Les generatrices de lautre systeme coupent la cubique en un point. 

En ellet le plan langent ä la surface en un point coupe la cubique en 
rois points silues sur les generatrices de la surlace passant par ce point. 
Mais nous venons de voir que deux de ces points sont sur Ja generatrice 
du premier systeme, comme dailleurs une cubique gauche ne peut pas avoir 


reneralrice du second 


trois points en ligne droile, le troisieme est sur la g@ 


systeme. 

Il en resulte quil peut y avoir sur une surface du second degre 
deux sysiemes de eubiques gauches suivant que les generalrices de la sur- 
lace qui en sont des cordes sont dun systeme ou de laulre, et on peul 
demontrer que deux cubiques gauches de m&me systeme ont qualre points 


communs el deux cubiques gauches de systemes dillferents cing points com- 
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muns. Sans nous y arreter, considerons la surface du second degre qui passe 
par les sept points donnes 1.2.3.4.5.6.7, par un point quelconque 8 
de la cubique (1.2.3.4.5.6) et par un point quelconque 9 de la cubique 
(1.2.3.4.5.7); cetie surface ayant sept points communs avec chacune de 
ces courbes, les renfermera tout entieres. Elle renfermera aussi la corde 
menee a la premiere par le point 7 dont elle contient trois points, le point 
7 et ses deux extremiles; ainsi que la corde menee ä la seconde par le 
point 6. Mais ces deux cordes sont des generatrices de systemes diflerents, 
ainsi que les deux cubiques, sans quoi les courbes gauches du quatrieme degre. 
formees par chaque cubique et la corde=correspondante auraient neuf points 
communs, savoir les points 1.2.3.4.5 et deux points sur chaque corde. 
car les generatrices elant de meme systeme, les cubiques sont de mäme 
systeme, et si elles sont cordes d’une cubique elles sont aussi cordes de 
l’autre. Deux courbes gauches du quatrieme degre ne pouvant avoir neuf 
points communs sans coineider, les deux cordes sont de systemes diflerents 
et se rencontrent consequemment en un point qui est le point cherche. 

Remarquons maintenant que tous les cönes ayant leur sommet sur une 
cubique gauche et celte courbe pour base appartiennent aA un m&me reseau 
de surfaces du second degre, surfaces dont les sept points communs distincts 
seraient sur une me&me cubique gauche, qui est Ja courbe consideree. Les 
plans polaires dun m&me point par rapport ä ces cönes ont done un point 
commun, qui est necessairement situe sur la corde menee du point a la courbe; 
il suffit done de determiner ce point pour determiner la corde. 

Cela pose, la construction sera la suivante: 

Par les points 1.6. on menera un plan P: pour determiner 
les trois cönes ayant pour sommels respeclifs 3.4 et 5 et pour base la 
premiere cubique (1.2.3.4.5.6), on projeltera du point 3 sur le plan P les‘ 
cing points 1.2.4.5.6 en eing points 1.2. 4. 
points 1.2.3.5.6 en cing points 1.27.4°.5”.6, et du point 5 les eing 
points 1.2.3.4.6 en eing points 1.2. 5°.5”.6. On determine ainsi trois 


5.6, du point 4 les cing 


coniques qui, prises deux a deux, ont trois poinis communs connus; on peul 
done, sans les construire, irouver immedialement le point de concours des 
polaires du point 7 par rapport a loules les coniques passant par les points 
communs ä deux d’entrelles, point situe dans le plan polaire du point 7 par 
rapport aux cönes, qui leur correspond. En combinant ces trois courbes deux 
a deux on obtient ainsi de suile trois points, sommels du triangle forme dans 
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le plan P par les plans polaires du point 7 par rapport aux trois cönes; en 
joignant chaque cöle de ce triangle au sommet du cöne correspondant, on a 
trois plans dont le point d’intersection est sur la droite qui joint le point 7 
au point cherche. On fera de m&me pour le point 6 et la cubique (1.2.3.4.5.7) 
en se servant du meme plan 1.6.7, et le point cherch& sera determine par 
Vintersection de deux droites. 

L’epure est assez simple en prenant pour plan horizontal le plan 1.6.7 
et pour plan vertical le plan perpendiculaire mene par la droite 6.7. 


Stralsund, le 28 fevrier 1871. 
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Note über die acht Schnittpunkte dreier Oberflächen 
zweiter Ordnung. 
(Von Herrn ©. Hesse in München.) 





Bei Gelegenheit meiner Untersuchungen über die acht Schnittpunkte 
dreier Oberflächen zweiter Ordnung im zwanzigsien Bande dieses Journals 
habe ich das daselbst p. 307 sich findende Theorem 14 aufgestellt, welchem 
man folgende etwas elegantere Form geben kann. 

Theorem. 

„Irgend sechs Schnittpunkte dreier Oberflächen zweiter Ordnung lassen 
sich betrachten als die Ecken eines Sechsecks im Raume. Die drei von einem 
beliebigen Punkte ausgehenden geraden Linien, von welchen jede ein Paar 
gegenüberliegender Seiten des Sechseckes schneidel, bestimmen, wenn man 
ihre Schnittpunkte in der Reihenfolge der Seiten des Sechseckes verbindet, ein 
dem Sechsecke einbeschriebenes Sechseck, welches auf einem Hyperboloid liegt. 
Die beiden in gleicher Weise aus dem siebenten und achten Schnittpunkte der 
drei Oberflächen dem Sechsecke im Raume einbeschriebenen Sechsecke liegen 
auf einem und demselben Hyperboloid.““ 

In dieser Darstellung erkennt man sogleich, dass das Theorem eine 
Ausdehnung des Pascalschen Theorems vom Hexagrammum myslicum ist. 

Denn wenn das erste Sechseck im Raume ein Sechseck in der Ebene 
wird, so fallen die beiden aus dem siebenten und achten Schnittpunkte con- 
struirten einbeschriebenen Sechsecke zusammen, und jedes derselben wird ein 
Dreieck, dessen Ecken die Schnittpunkte der gegenüberliegenden Seiten des 
ersten Sechseckes sind. Da nun nach dem Theoreme die Seilen dieses Drei- 
eckes auf einem Hyperboloid liegen, so müssen dieselben in eine gerade Linie, 
die Pascalsche Linie des ersten Sechseckes, fallen, weil kein Hyperboloid ein 


Dreieck aufweisen kann. dessen Seiten auf seiner Oberfläche liegen. 


München, im Mai 1871. 
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Ueber die Hypothese der Parallelentheorie. 


(Von Herrn R. Baltzer ın Giessen.) 


(Abdruck aus den Berichten der mathem.-phys. Classe der Sächs. Gesellschaft der Wissenschaften 


vom 4. Mai 1870.) 


„„Delten vergeht ein Jahr, wo nicht irgend ein neuer Versuch käme, 
die Lücke im Anfang der Geometrie auszufüllen, ohne dass wir doch sagen 
könnten. dass wir im Wesentlichen irgend weiter gekommen wären als 
Euclides vor 2000 Jahren war.“ So schrieb Gauss 1816 im Eingang einer 
Bücheranzeige. Der Schluss des vorigen Jahres hat einen Versuch der an- 
oegebenen Art gebracht, welcher der Pariser Academie von Herrn Bertrand 
(Compte rendu 1869 Dec. 20) unter der Versicherung mitgetheilt worden ist, 
dass das 11. Axiom des Euclides nun bewiesen und eine von diesem Axiom 
unabhängige Geometrie ad absurdum geführt sei. 

Um diese Versicherung zu würdigen. erinnere man sich, dass seit 
Legendres Bemühungen als der eigentliche Sitz der Schwierigkeit die Summe 
der Winkel eines geradlinigen Dreiecks zu betrachten ist. Nachdem man den 
Fehler, unendliche Grössen wie vollendete zu behandeln, vermeiden gelernt 
hatte, nachdem Legendre bewiesen hatte, dass die ebengenannte Summe mehr 
als 180° nicht betragen kann, hatte man noch zu beweisen, dass dieselbe 
Summe nicht weniger als 180° betragen könne. Zu diesem Beweise führt 
kurzen Wegs die Euclidsche Hypothese, nach welcher die Schenkel AB und 
CD sich schneiden, wenn die Summe der Winkel BAC und ACD weniger 
als 150° beträgt. 

Dazu führt zweitens die Legendresche Hypothese, dass durch einen 
innerhalb eines Winkels gegebenen Punkt eine Gerade gezogen werden kann, von 
der beide Schenkel des Winkels geschnitten werden. Man mache EBD = ABC 
und ziehe durch D eine Gerade, welche die Fortsetzungen von AB und AC 

in E und F schneidet. Gesetzt, die Winkelsummen in 


F 
\ ABC, BED und ODF betragen 180’—», 180'—w’, 180’—w", 
2eL. BR » so beträgt die Winkelsumme in AEF 180’—- »+ 180’ — w 


AN PA ai . ’ 
a ae +180’—0'+180’—w"— 3.180", d. i. weniger als 180’—2w, 
” in einem andern Dreieck weniger als 180’—-4w, endlich 
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in einem Dreieck weniger als eine gegebene Grösse, während doch das Drei- 
eck den gegebenen Winkel A enthält. 

Eben dahin führt folgende Hypothese über die Linie, deren Punkte 
von einer gegebenen Geraden gleiche Normalabstände haben. Wenn der 
Winkel BAC ein Theil des Winkels BAD, und der Punkt D weiter als die 
Spitze © von der Basis Ab des Dreiecks ABC entfernt ist: so wird ange- 
nommen, dass der Winkel ADC im Wachsen bleibt, während die Basis AR 
des unveränderten Dreiecks ABC auf der Geraden AB in der Richtung von 
A nach B fortschreitett. Man mache BB,C,= ABC. Gesetzt. die Winkel- 
summen in ABC, ACD, CBC,. CC,D betragen 180 —w, 
180’— w', 180’—w”, 180’—w", so beträgt die Winkel- 
summe in ABCD nicht mehr als 2.180’—w. in AB,C,D /_7 
5.180 20 — w'— w"—w'"’—3.180°, d.i. nicht mehr als ZT 
2.180’—2ır, in einem andern Viereck nicht mehr als 
2 .180’—-3w, u. Ss. w. 

Die zuletzt ausgesprochene Hypothese, vermöge deren von dem fol- 
genden Viereck das vorhergehende eingeschlossen wird. liegt dem ähnlichen, 
nur etwas complieirteren Beweis Minarellis zu Grunde, welchen Herr Genocchi 
1849 den Nouv. Ann. de Math. t.S p. 312 mitgetheilt hat, sowie dem auf 
denselben Prineipien ruhenden noch mehr complieirten Beweis Cartons, welchen 
Herr Bertrand neulich in dem Compte rendu vertreten hat. Man halte nur 
den Fehler begangen, die erforderliche Hypothese stillschweigend zuzulassen. 
Dass keine Aussicht vorhanden ist, die Geometrie ohne eine dem 11. Axiom 
von Euclides äquivalente Hypothese zu begründen, diese von Gauss gehegte 
Ueberzeugung findet ihre Bestätigung durch die Existenz einer widerspruchs- 
freien abstracten Geometrie, welche Gauss, Bolyai, Lobatschewsky unter Zu- 


lassung einer Minderzahl von Hypothesen erbaut haben. 














Einige Bemerkungen über eine Determinante. 


(Von Herrn Stern in Göttingen.) 





Is: ß eine nt Wurzel der Einheit, und bezeichnet P das Product der 
Factoren, die man erhält, wenn man in dem Ausdrucke «+, ß+a;,P°-++--+a,P""' 
statt 7 die » verschiedenen Werthe der »! Wurzel der Einheit setzt, so ist 


bekanntlich 
a, d; A, 
u Ben 3 
(1.) pP Bu 2 1 —1|, 
d; d; . . ° a, 








Im Foloenden sollen einige Eigenschaften dieser Determinante. unter der Vor- 
ie) > 8 ’ 
ausselzung dass » eine Primzahl ist, entwickelt werden. Zunächst will ich 
jedoch bemerken, dass man die vorstehende Gleichung auf einem directeren 
Wege ableiten kann, als es bisher geschehen zu sein scheint *). Setzt man 
nämlich den Werth der Determinante gleich D und 
2.) D= Aaıt+Aa+-+A,a,, 

so dass allgemein A, der Coefficient von a, ist, so hat man die » Gleichungen 

Aa+Aa+ + A,aau,=D, 

Aa+A; ++ A,d, = 0, 


A,a, + A, ++ A,_a, = 0. 
welche addirt die Gleichung 
(3.) (da,+ 434 - Ha,) AA + Ar+'-+A,) = D 
geben. Diese Gleichung kann man aber durch die folgende 
4.) (a+mP+--+a,P"")(A+AP"+-+A,P) = D 

ersetzen, indem, wenn man die Multiplication ausführt und nach Potenzen von 
P ordnet, der Coeffieient von P* offenbar A,a+ Aza,.ı+'"+A,a;_, also 
oleich O ist, sobald nicht k= 1, so dass man wieder auf (2.) zurückkommt. 


Man vergl. Baltzer Theorie d. Determ. 3. Aufl. 8. 98. 
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Aus (4.) folgt, dass D durch jeden der » Factoren von P theilbar ist. Nun 
enthält der entwickelte Werth der Determinante das Glied «a/, also muss 
D=P sein. 

Sondert man aus dem Producte P den Factor  +@;+---+-a, ab und 
seizt ++" +a,=s, so sei 

(9.) DB = MI, 
also nach (3.) 
N= A+tA+:-+A,. 

Da in jeder der » Reihen, aus welchen die Determinante besteht, das Element 
a, vorkommt, so hat man 








en 
PER 
n 04; 
Aus (9.) folgt aber 
öD ...0N 
u 
oD i oON 
7 BE da, ’ 


mithin 





oN ON ) 
0a; oa, 


n(A,-A,) = s( 


Es ist also A,—A, durch s theilbar. Ist s=0, so ist A,=A,, d.h. in diesem 
Falle sind die Coefficienten aller Elemente gleich und mithin A, = =, so dass 
N durch » theilbar ist, sobald die Elemente ganze Zahlen sind. 

Sei nun » eine Primzahl. Bezeichnet /, eine der x» Wurzeln der 
Einheit, die Einheit selbst ausgenommen, so sind nun 1, f,, Pi» -.. Pi" die 
verschiedenen Werthe von ?. Man sondere aus P die zwei Factoren 
a+@+--+a,=s und a+@Pi"+--+a,P, ab. Das Product der übrigen 
n—2 Factoren wird, bei ausgeführter Multiplication die Form 


b+b,ßı+b,ßi+ +5," 


annehmen. Multiplieirt man diesen Ausdruck mit +} "+---+a, ,, so 
erhält man N. Schreibt man aber f(?,) statt N, so hat man mithin 


'D 
D _ )= batba,+--+b,a, 
(6.) +ba+ba+-++b, a,)Pı 


| + (b,a,+ b,a;+---+ b, eu) 
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T 2) D . >) z , 

Nun bleibt — unverändert, wenn man statt ?, einen der Werthe fi, P},... Pi! 
$ 

setzt. Mithin ist 


D u we 
(1) = A) + HF). 
Auch ist 
b,a,+b,a+--- Hb,a, 


+ba+b,0++b,a, 


+ b, a b, a, ur + Bd, d, 


(+ 0%+ + +a,)(b+b+--+b,)-(ab+mb+-ta,b,). 


Setzt man daher für f(P1)» f(Pi)» --- f(Pi7) ihre Werthe aus (6.) und be- 
rücksichtigt die Gleichung 
Pitt +Pr = -1, 


so ergiebt sich 


—1)D | | 
WI = nabt+abr +0) (++ +a,)(bit bat +b,). 


s 


Nun ist d4,+b,-+++b5,, d.h. der Werth in welchen 5, +b5P,+-"+b5b,Pi 
übergeht, wenn man die Einheit statt 9, setzt, nichts Anderes als (a,+@,+---+a,)"". 
Setzt man daher 


ab, +ab+:- tab, = 8, 


so hat man 








er — nS—s""' 
oder 
s(nS — „a BR S— "1 
7) D=-FZ s(S+ — 


und nach (9.) 


8) N=A+A++A4,= 


nS— ge _n(S— s") 
n—1 wr n—1 








+ gr 


Sind a,, a, u.s. w. ganze Zahlen, so folgt aus (8.) ausser der bekannten von 
Herrn Kummer gefundenen Congruenz (Liouville Journ. de Math. T. 16 p. 381) 


A,+A+:-+A, = (mod. ») 
auch noch die Congruenz 
Ss = s"' (mod. 2» —1). 


Ferner folgt aus (7.) 


oD _nS—s" s OmS—s!) _n(S— ss") ns 08 


(9 - a — —. 2a r 
(9.) da; nl n—1 oa, n—1 r n—1 0a’ 
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mithin 
A > ee 2 s os 

’ n—1 n—1 0a, 

Man setze = —= (b,), also 
n—i1 0a, R 
S — gr 
A —— ( [ 
‘ n—i1 Tsp\ b,) 
und 
n(S— ss") | EN 
A+A++A, = — ns 45 [Y(b)+plb)++yp(b, ]- 


Vergleicht man diesen Ausdruck mit (8.). so ergiebt sich 


yb)+Yylb)t+yb)=s"=b+tb4++b,, 
also 
p(b,) = b, 
und 








10) 4 


Man hat demnach 
3 A,— A, = s(b,—b,) 





und 
A; — A, de b,—b, 
A:«——Aı u br az bi 
Setzt man 
‚ob, ob, ob, ob 
a—- m + d,— = Zu — 
.: oa; "0a, EEER oa da; ? 
so folgt aus 
1 oS 
un =b, 


wenn man die Differentiation ausführt, 


ob 
— Bö ( \ 
za —— = (n—2)b 
Od; er ) ! 


und nach (11.) 





A,—-A, = — — (2a nd — Da => 


Ody Od, 


Aus den Gleichungen 


da, Tr -}- d, X) Fee 4,%, D,. 

0,2: +0,20 4+'+"+a,_0, = B., 
» | Kar > 

dA; 4 1 u d; 4; 2 = an + Ad, IL, ass DB, 
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folgt im Allgemeinen 


B, A, + B, Ar-ı+ "+ Bu Acyı F 





TI = D 
. S—ı"! r 
Ist nun » eine Primzahl, so setze man — ——- —Äh, also ist A,=h-+sb, und 
(B+B,+--+B.)h , Bb«+B,bi_ı ++ Babızı _ 





T; 


s(S+h) 


Wenn 4,, A. A, die Zahlen 1, 2,...n 


nung darstellen, so ist 


SIR 


jedoch in beliebiger Ord- 


2 








Ux ‚k, (br ‚k, Beh Ok ,k, dıı dir . . dj n 
ı O,%, U; ;k, ee AT | Aa 4,2 dy,n 
| ’ 
| Ox sk, On .k; 5 . . d„ı Ad, 0 > . A,n 








da man, um aus der ersten Determinante die zweite abzuleiten, die zweiten 
Indices durch dieselbe Vertauschung der verticalen Reihen, wie die ersten 
Indices durch Vertauschung der horizontalen Reihen in die Ordnung 1,2,...n 
zu bringen hat, also im Ganzen eine gerade Anzahl Vertauschungen machen 
muss. Specielle Fälle hiervon sind, wenn man die ersten Indices oder die 
Sei das letztere der Fall 


k, die Zahlen 2, 3, ... 


zweiten oder beide als Exponenten betrachtet. 
und zugleich kA, =1, so dass k,, %;. » in irgend 


einer Ordnung darstellen, so ist demnach 


k 


a a” a'" | a a 2 

a" (a) (a':)'” « (a) . (a)" 
. . | . . . 

kn / lin \ka ku\k, n NE n\n 
ar (a) (a'r)" a BE 5 u 








Sei nun wieder » eine Primzahl, « eine »'° Wurzel der Einheit, die Einheit 
selbst ausgenommen, r eine primitive Wurzel von ». Man bilde die Determinante 








0 ee er wo 0 0 a" a | 
Fon | a a a” a | _|@ (a) (a’)” . (er) \ 
Pi 1% "0: FR ie (a )' a 
so ist mithin, da die Zahlen r, r, r"® den Zahlen 2, 3, »n—1 in 


irgend einer Ordnung nach dem Modul » congruent sind, auch 
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x Ye | 
0 a 3 1 « Br _ 
2 212 ken 210? 
FE (a*) ER ua Eh ER > SR CH ale 
u [2 [2 * [2 [2 * * ” [7 a * > ’ 
n—1 n—1\2 ( n—1\n —1 1 n—1 f „n—1\n 
& 7 il EEE | ui 1% Er | 











also 


ih a Di; 
wenn (0 das Product 
(«a —0o’)(@a— 0)... (@— 0") 


(e — 0°)... (0 — a") 
te) 
bezeichnet. 
Man hat aber auch 
® Br a er 
„mn. Pu . a er, BR 3 
A= (—1) 0 19 
| | 
a’ _ | 


und diese letztere Determinante hat die Form der Determinante /1.)\. Be- 


zeichnet mithin 5 eine Wurzel der Gleichung x" = 1 und P das Product 


der Factoren, die man erhält, wenn man in a+P«@+ Pa" +... I" a" 
statt ?# die »—1 verschiedenen Werthe der (»z—1)'" Wurzel der Einheit setzt, 


so ist demnach 


A En | —1) ’ r 
also 
en 
Lässt man den in P enthaltenen Factor &-+@’+:--+«@” “= —1 weg und nennt 


das Product der übrigen Factoren P’', so ist daher 


0 = P. 


Setzt man a +P «++ "a" "= F(P), so ist (Bd. 30 p. 166 dieses 
Journals), sobald nicht # =1, 


n—1 
F(P)F(P") = ß° .n. 
Nimmt man für 5 eine primitive Wurzel der Gleichung =” "= 1, also 
n—1 
— : ME >. TERFmEn 
PP" =-—1, so folgen hieraus die —— Gleichungen: 


Z 
Au 
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F(P)F (Br ) = = m, 
F(A)FP) = —n, 





FBF )F(B?) = —n. 
n—1 Ikrıa 


Ferner ist F(?° )=a—-@+0"— + — a”, also wenn man @=e " setzt (Bd.21 
p. 139 dieses Journals), 
F(ß > =, (2 -Ji ( 
n 


n—l1 


und 





n— n—3 1 Sp n—?2 
P' = F(ß)F($)...F(ß)= (1)? nr 


n 


Dies ist also auch der Werth . Productes Q, Bert je nachdem » = 4m+1 


oder = dm+3, (0 = Eat “oder - (2 ion n ° ; daher ist im ersten Falle 


n—? 


k nn 2 
der Werth der Determinante A = -—(—)n “„ im zweiten (2 -Ji. Er. 


Göttingen, Mai 1871. 








